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En esta memoria se abordan varios problemas en ecuaciones en tierivadas parciales reía—
(:it~n adts <:01) la teoría dc Control.
En el (Jap ítíílo 1 estudiamos la controlabilidad aproximada de algutios problenias pa>-
rabóli cos tic segnn tío orden en los q tic aparece lin ten IUO tío liiical o liien en la ecli ací 01)
parabólica o bien eíi la condición <lo ti lijo en la frontera. Abordaíiios, tan to el caso en
el <jite el c<,ntrol actua 01] cl interior del conjtinto Q = 1? x (0, T), como el caso cii el
que el contrt)l actía sobre la frontera 2 := 09 x (0, T) (o sobre un subconjnnto O tic 2).
La mayoría de los resultados tratan el control <le Problemas con observación jutal, me., el
objetivo es probar que el conjunto {y(T, .; v)} generado por los valores de las st)liicioi)cs el)
el tien)pt) T asociados a unos controles y es denso en L2$) cuando u recorrq el conjunto
de controles adíínsi bies. No obstante, tauibien consideramos iii] l)r~)leli] a con ob.scrt’acton
en la> frontera. En este caso probamos que, si 2i C 2, entonces el conjunto {y( , y J. r
generado por los valores tic las soluciones en es III] stíbconjunto tlonst) <le L2(2
1 ) cuantío
u recorre cl conj un to tie controles (:<>rres¡>01] <Ii Cli te.
Una parte importante de los problemas tratados en este capítulo están iiiétiva<los p~
cl trabajo Henry [:35]. Los resultados y las técnicas de <licho trabajt lían sidq pioneros (ji]
el estudio (le la. controlabíbdad aproximada do problemas parabolicos de típp semíluxeal.
Así, por ejeniplo, la técnica de aplicar el Teorema <le Punto Fijo de Kakutaiii tíespítes de
íín argíimcn to previo <le Ii nealízacion, fijé i ntro lucí da, al j)arecer por primera voz, en el
citatí o t ralI)aj O.
Las tíos primeras secciones de este capítíílo utilizan dos métotlos tlistiíí’tts para tie—
mostrar la ~>ropie<latí <le la controlabí 1 itíad aprOxi 1)) atía de los pr<blem as consitíeratios.
El] la Sección 1 se i lustra el llaniado metodo de cancelación: el problema cíe coiitrt>l no
lineal se abortia como un a perturbación <le un problema de coíit rol 1 inca] cancelando
cl termino no línea!. Este metodo lo aplicamos al estudio de la controlabíbdad al)roxi—
niatía <le <los í>roblemnas parabólicos semilineales (veanse los problemas (Prg) y (‘PN) de
la Secci¿n ¡ ). La con trolal >1 litíatí <le estos tíos problemas ya se había esttitliado en fi enry
[:35].<Iondc se requerían, para el prí mner problema, ciertas prtrniedatles sobre la funcion no
iii
mv luí trod u u
liii cal. Adei uás, para ambos problemas se tomal)an <latos iniciales 1)1 míos y se olTíllení 1
ct>ntrolal~>ilidatl etí el e5pa(:io 13 (t2). En esta niei)]oria prol)ai))t)s la coiitrolabili&la<l dc esos
cl <>5 p101)1 Cnias para terín i nos no Ii nea]es merain ente <:out Ii] uos y no tiecrecí etites, cuaí i <lo
cl <tato inicial yo se sílpomie cmi L~(Q). Adeiiías obtenemos la ctíítrolabilitlad cii t~(Q)
para cualquier p E lli~ tal <jue 1 < ~ < ~. En el primer prol) lema anal¡zaí nos taní 1) ion el
caso en el que existe u íía res t ricci¿n sobre el signo <le los (:0)it roles, lo que con frcciie tiria
sii cede cii la ~ráct i ca. Result a<los (le cotít rolab ji <latí con es te típ o <le res t rí cciOiles ya sc
habfaim tratad o cii II) faz [18] [203~ara cl problema <le obst aculo asO(:ialio a la ecli=ic~i ¿u del
caloí.
La seccíon 2 conti en e el tíatam ; en to de tíos pro 1)1 el]] as ti e coí~ tío! diferentes ( veanse los a
problemas (Pi ) y (1½))mediante la api i ración dcl Teorema (le Punto Fijo tic RaLo t;ani
ApI i careníos también ciertos argumentos de tI ¡ial i datt pava tratar cl p101)1 tUi)a Ii neatiza<lo. a
mii tro clii citíos red enteiu ente en 14 ions [42] y Fab re—1> íd—Z í íaz íía [28] [‘291. Es ta scc: i 01)
~:ot)ti ene rl i versas niejoras dc los resni tados de Henry [35]. En pan i cuí ay, forír ni ato os
totios los resí) 1 tados de esta sección l)ajo tilia inI sma contiícíón sobre cl (:oit) portain icoto a
en el i utí o itt> <leí temí i]O 1)0 Ii ocal [Qq):asumí ¡nos que f : IR —* II? es .sítbhncal en el
ínJinjto re. existen ciertas constantes no negativas a. b y NI tales <pie a
¡ < a + b¡s~ ímxa toda s E IR, [s¡ > iW.
a
Exteíí ticínos, de esta manera, los resuitadts qííe sobre estos problemas fueron I:rol)~ítlos en
FI en ¡y [:35],don de se req í íerfa que ci dato iii i cial fticse nulo (en esta meinorí a se i nt rotíu cen
datos iniciales ci] L2 (Q)) y qi me la función 1 fuese acotada, en el primer prol)lei)) a y ti ue
fuese 1 ipschitziana y mouotoíía crecící ite, en el scgtín<io problema. Además, in trttl ucí mos
ctl lt>s <los 1)r<)l)l<~~i)as (le esta secciol] un terin mimo eventual niei)te muí t voco, dado ptw un a
grafo maxí mal m<ní¿tono acotado tic ~2 Este tipo tic ten i nos ya fímé tratado cii [haz
[21] y penmíte ah) pJ i ar con si ti eral)len) en te cl campo dc ] as al) Ii ca(:i01) (15.
Eíí las Secciotí es 3 y 4 niost ram os resuit atios positivos (utilizan dt cl ni éto<lo <les í: rito
en la Sección ‘2) y negativos sobre la control abi Ii dad aproxí matia de ciertos piolleiii as
paíabóli cos <le un len (los (Secciómí :3) y cíe ortien superior a <los (Sección 4) según sea el
caracter (subí ¡ neal o superí ineal) <le la no lineahtlatl qíme ¡ oterviene en cl p rol)lema.. Entre
tt itis Ok et ivts , se logra así mostrar qíic, e ti el est ti <lío <le la cont rol ab ¡Ii rla<l aproxi m ada. lo u
qn e ii) ás relevatí te de la )io liii cal ídal iío es tanto s ti negul arí (la<l sitio smi rompo rtal)) iel mt o
cmi el i oIl)) to. El resul t atIo posit vt de cont rtd al)i Iiti al a~n’ox ini ada <le la Sece i éí i :3 ex ti cii dc
los res ii itatí os <jíme ap ale(:en sol)re es te caso cii Fa bre— Pítel— Z ííazíí a [28] [29], al in(:1 mí ir íin
ter mi lío ni tiít ívoco (como hacemos cii la Seccidí í 2) y :ons i dorar fu o cion es mío i ticales
tic ti r t) sítíl iii cal en el lo Ii nito, cua regí] aní<latí comí siste en ser coí mti u¡mas y existí i
derivada en al mc ríos un punto, en 1 ugar de ser fui u (:10 líOS ps(:li tz¡arias (co 111<) se req u íd e
a
u
Hm Liad ucc¡Éhi . y
ci) los trabajos citados). Resultados negativos de controlabilidad en problemas de orden
<los para Ii nealitia<les del tipo 1(s) ~ r— i .s, fuertmn ya prol ados en Herí ny [ls] (metí iante
un contraejemplo debitio a A. Bainberger) para el caso íínídimeíisíonal con control en el
fi mu o, u5aii<io lío metodo de ci]ergia. Más tartie, en Díaz [18], [20], la opt i nial i da 1 (de
nímevo wvr~t el caso f(s) <~— 3 p~~c con controles en la traza sol]re la frontera) fímé
obtenida nitmstran<io la existencia de ciertas funciones de obstrucción. Dc hecho, en Dfaz
[23] se prueba la controlabilitiad aproximada en el caso superiineaí para lina com]vei)iente
subclase de estados deseados. El resultado negativo de controlabilidad que <lamos en la
Sección 3 consitiera el problema con controles en el interior <leí dominio. La coi)trolabili<lad
ap roxíin ada para e<: ííacio nes vtí%íbó Ii cas sen idi rica] es cte o rcleii síí o í a dos l)¿trei:t~ lío
l]aher siclo tvata<la anteriormente en la literatura.
El segííodo capitiíl< <le esta memoria trata sobre la faetorizaciórí <le tui problema
elíptico <le orden tíos. Un métotio ustíal para resolver níimericaniente este tipo <le pr<>l)le—
mas, tlesptíes cíe su discretizacién por <liferencias finitas t ele)))eIitos finitos, ks factorizar
la matriz tridiagonal por bloques qtíe se obtiene en forma LU. Entonces so resuelven <los
sistemas liííeales cíe tipo tniangtilar por sustitución. El propósito <le este estudio es mostrar
que. la misma factonización se puedo extender al problenma infinito dimensional. En este
caso, 1 os sistci)) as de ti ~ triangular sc corresp ~n den comí ecuaciones tic valor inicial <le
pr i iii er orden.
La Sección 1 comienza a intido de ejemplo, con la resolí ición cíe un prtbleina tmicli niel)—
siOi) al. A :outiiiímacióo se aborda el pnobleina <le la factorización sobre lii) tloníinio bidi—
i))cnsional nectangular. Utilizamos la tecIli(:a de incLusión invarzante, que fijé i otnodtici<la
por fi.. Bel lilial) y sus :olaboradores (vease, por ejemplo, Belíman [6], Bellínan—Kalaba—
Wi ng [8], Behlin an—I)reyfus [7], etc...). Esta tecí) ica consiste en incluir el problema inicial
Ci) lina famn u ia de problemas de la m ismna nato raleza, que <lependeo <le ti n paramnetro y c;tme
SOl) resueltos por la sol ucíóií de utiestro problei))a de forma recursiva. Dicha técnica ha.
sícití nitiy íisada para desacoplar los sistemas resultatítes Ci] problemas <le Control Optimal
asociatios a ecuaciones <le evol ticiói) , ya sean <le tipo parabólico (vease las Secciones 4, 9
y 6 <le Capítulo 4 <le Lions [40]) o cíe tipo hiperbólico (vease la Sección 5 dcl Capítulo 4
cíe Lions [40]). En ese casos, el parámetro tic la i ncltísión es la variable <le tiemptm. En
iitiestro prtblema, mcl Imímos el dominio espacial en una familia cíe dom in ios limitados por
inia frontera “mtmvible” qije tiepen<le <leí I)araiiietlo. En este l)it)<:eso i ntrodíicireínos íiu
tui}eratlor relacionando la traza <le la función desconocida y la traza de sim tienivacla nominal
sobre la frontera “movible” . Se mostrará qime este operador satisface inia ecuación cíe tipo
Ri ccati . En la Sección 4 mostraremos que este hecho no es casímal, sino <Wc se debe a la
e<jíí ivaletí cia entre nímestro problema y un problem~ a tic control tptínní.l . O tr<ms trabajos
en los que aparecen técn h:as siimíilares son l3alaknishnan— Lious [4], Bensoussao [10], etc...
avi la hod i¡CCIt)Ii
Ecim;íciones de ti1io Riccati aparecen y son tratadas en mntmcl]os otros trall)ajos, como por b
ejem) mp lo, Erzbcrger— 1< un [27], rrzafest¿1s Nigbti imgale [57], Wang [58], etc...
La fl] ol; vacié u (le es te segu mitítí cap ittilo de la memoria tiene sim mi tc> (le j:art i <la cii a
el reciente t rabajo FIcii ry—Yvo mí [:36], cmi cl q míe se tít i 1 izan cíe in aíme ra ni í ícaní emite fo rí i ial
estas t~ci] icas <le factorización para resol ver un problema <le coi]trol optí mal asociado a
una ecua<:ion elíptica. Lts autores obt icl]en el com)trol buscatlo, de tina 1)] anera explícita,
a traves <le las so] tíciones del sistení a tíesacoplado qííe genera el 1]]etotio <le factorizacioi
y cii las <ji íe <le nievo aparecen las ecuaciones tE ti ~O Riccat i . Uno de los objetivos dc
este segumí (lo 1 al) tiilo es (lar un tratamiento rígtír<so a los avgtiinentos de Heíi ry—Yvoií
[:36]ni tí í u ite 1 iiso de adecti atí os es p acios fu uclonales.
Eu 1 a mó u 5 sc cons i ti era la ti s:ret zacíón p <ir ti i feren cias finitas <leí p robí t mii a
e[ípt no y se muestra qmíe la apIi carió u <le la> técnica cíe la i u :lmís i ¿mí iii van ami te Sol:>me el
a
sí stcma liii cal resultante :oiidu :e a la factorizaci óu L U por 1)1<) qties <le la i n at riz t ri cli agt mi al
por blot¡ues que representa al operador <le Laplace sobre el rectángulo. Esto tíará iiiievas
interpretaciones <le los bloques <le la tíescomposíciómí LI) cii térmitios <le la relación entre
las coíí<li ciones <le I)irichlet y de Nen mann sobre la frontera.
Por ultimo cii las Secciones 6, 7 y 8 se general izan los resimítados <le se:ciones a mí—
tenores al :aso <le disti 1] tos dominios bidimensionales más generales qíme el rectángí mío.












1 El método de cancelación.
LI í >iiti CijMhl Ol)j Uti\TO dic <‘st~t 5CC(’iólí es presentar alvinos resultados relativos a la ctni tic>—
labílídamí aproximada cii 1)> dcl pi oblema de [)irichlet sem))i[ii)eal
1 yt — Ay + 1(y) = u,
(7%) y = 1)
y(O) = Yo
en Q = x (0, sp)
en E = 012 x (071),
en 12,





tío ti <leS 2 eS iii) Sim 1> comii ti tito acot atio 110 tal q míe 012 es ui~ a variedad di fi í cmi ( i ctl >1 C (i — 1
ch mnensional y 12 esta localmente a un latio de ¿312, T > 0, 9 = 12 x (0, 7 ) 1 es u tía fun ciól]
real coimt i níí a, yo c IÁ~ (12). u es el vector nori])al unitario exterior en 012 y u ambos ca.sts
o representa. cl (:d>iItrol
En el P ít0:í 1 cina (Pn ) ir ost rarcirí os íín a p rol) i etíatí más fmi er te <~ii( 1 á mis u ti tic comí—
rt 1 abII i clatí ap roxi mnatí a: Para cicrt as íj í> clase de estados <leseados se piHM h ont rolar el
pr< b len í a íís ando cxciii si vanicute controles n o u egat í vos. En an)bt)s casos prol.’arcm)~os la
— Ay = o
¿y
¿>31) + f(y) =
y(o) = y
1
2 ChipiÉ u M 1 Algo tíos ¡es <U nidos <le con trolabilidacI para problenm as par¿íbol J
<:0 mit to Ial, i Ii (lIad ap i.~)xi ni ada en Li íiara m:tíal <jincí p tal que 1 < p < ~. Los (?át505 lii 1
p = 1 y p = —— p íit4 en tan] 1)jémí ser t rat atios t:0ii algun as nio clití <:acioí íCS l;cci) i cas JEl tratamiento <¡tic daicíiics a los Problemas (P1>) y (gv) teíítlrá el miíismo progí
meral p ti ni ero p mo b¡ii-en) os el íesmil t¿vIo r¿ira mm caso lineal asocia(llo y a :< mit iiiii
pm<ulam~it)us el mesmí Itado para ci (:aso iío liímeal por metí o <le iu]a teenica de cancelo J
va introchiici<la Ci] Herí ry [:35]. Esta técnica <:t>imsiste ci] mnoclibcar el coiitrol asociado al
caso Ii i)eal m))cllliammtc umia :u=rtíírba(:íon qtíe (:ai]cela la p~ft~ íío lineal <¡iit djciÁ cte
ecliacIom) o en la condición dc la frotitera.
1.1 Controles internos rio negativos.
A lo l=tigocíe la extensa litcí <itura sobre la (:omltrolabilidad aproximiiacla cíe probí J
parabó Ii :os no ti ucales (vease e.g. cl s urvcy 1) faz 1211) cl estti<l i o <le la í:on t rtulab
aprcíxi mna<l¿m bajo la restríccion cíe ct,ntroles íío negativos pare(:tí haber si<l<í iiiexplt J
ajites <leí trabajo Dfaz [20], que lo trata para el ¡robleina paiabt;li<:t> <le ol stavíilo.
Hay <iimc p<>mier de relieve t¡iíe, cii coiitraste coii cl :ast, sin restricciones sobre l<:ís
troles ( x’easc e.g. FI en r [:3.5]y 1) faz— Fu¡si hoy [25]), la cxi steíí cia. <le res t ri (:.ciO i] es st> Ii> i J
<:om)ttoies imitroduce iii r~~t~~es tliií(:milta<les atlí<:íonalcs, iticímiso si los (:oiltrc>lcs u> a:tiian
sobre totlo el clomi itio 9
(30 mncii zarcos cOlis íderau <lo el (:aso liiicaí , <¡iie (IIe si) mies mis areí í í os cmi la InmíCII> a <leí ‘: mso
nc líncal. En cl restt dcl cap it ii lo asijí)) i mci] ios 1 < 7) < oc. II) atIo íjn :tnj iii)tc i] ) cdi 1)1 U J
<le II?) (d =1) tlefiuíiu)os como 14(M) = {q E L~(M) q > 0 p.c.t. ptii]to <le .44 ~.
Teorema 1 Sean It E L~(Q), Y0 E L(Q) a E Lc~(Q). Denotamos por Y(.; e) u la j
solución de
— aY +:2 + = 7’
(17%) { = ¿NY 1, en 9
Y(O) = en 9.
Entonces, s~. ti’ es un subeo ¡<junto denso de /4(9)3 cl conjunto E = { Y (rf; u); e E 111 s J
denso en Y (TÚ) + 14(9).
Demostración: 1>01 Ii micalítíatí podenios asumí r <¡nc Y0 1) y Ii 0. Si pommgaiíiiís J
eXiste y<j E L!j. (9) tal <¡tic up¡ « E (notese que E es uma :omij unt<, :onvexo y <:crrado)
Eíitoiu:cs. por cl Feoremna cíe Hahn— i3anachi en smi forma getniíétmi’:a ( vease. por ejí J
cl leorem¡ia 1.7 cíe 13 rezis [13]), ¡)t)<lt~mi)O5 separar
1/d cíe E. i.c. existe a E IT? y q E E
(ct,mm 1 + —½= 1) tal <¡iie J
p 7) ¡ Y(T: v)qd:r <1 ci < ¡ ydydx par;t totio u E ti j
EJ
¡ . El ni etodo de cari c:elaeíon
A<len] as, sí u E 14(9) y A E IR+, entonces, por linealitiatí, Y(T, >~v) = AY(T, u) E E y
ptír tanto
(1.1) Y(T; v)qd:r =0 < o < ¡ yagdx para todt> E U.
Ahora, sea q E C ([0, CE] U’ (9)) la soin ción dci prol) 1 enia ret rógratlo aimxi liar{ —q~—Aq+aq=0 en9
(1.2) q=0 en>?
q(T) = y en SL
Ni md ti ph can do en (1.2) por Y (~~), con u C U arbitrario. obtciicutos
0=f =í(x)Y(T,u:; v)dz = f qvdxdt V y E U.
l>oí la <1cmi si ci adí el ti en LI$ (9) necesar i antevite, (7 < 0 en 9 y y < ti en U, it> ~:tial
cotitradice (1.1).
u
Ab ora cstam iíos í ~‘i aratios para abord av el prob1cma no lineal (Vn). Pons i ~ p1 i <:í <latí
as lii)) i leí)] 05 d¡i me
:3) /. es lii] a fu mici ói] real (:01) tiníi a no decre(:ieí] te
V qiíC
(1.4) yo E f7’(9).
Teorema 2 Asumamos (Ljl y (1.4). Si U es un .subconjunt.o denso de 12449) entonces
el conjunto E = {y(T; u) so/ación de (7%) ;¿‘ E U es denso en y(CE; 0) + 14(9) E
Demostración: (Jonio y<~ E L~(9), por el principio dcl muáxinio y(~; 0) E L&O(Q)y
h(.) j(y(; 0)) E Lcc(9). Entonces, el rJv.~~ 1, comí Y<> = 0, It = ~—.1 (Y; 0)) y
a 0, iniplica que existe w, E 14(9) tal qtíe
II Y(CE; zv~) — lid IILP(n) < e,
i:om7 yj e y(T; 0) + L~ (12). Además, (le ííííevo por el prin<:i p~ <leí iii áximo, f( Y(tvj) e
1249). Ahora, dado 6 > 0, sea ñ la solu(:ión del problema auxiliar
— zN~ + f(ñ + Y(w~)) = f(Y(w~)) + 6 en 9
t/=0 en>?
YO) = 0 cí 9.
lti)touices. si <lefinj i])c>5 y = y + Y(w~) , pt<leíríos fáti linejite ct>miirt>l:>ai <¡ue y es la soluciotí
<:i (~ (Th~ ) con
Oc = w~ + f(Y(w~)) — .f(y(; 0)) + 6 E L~(9).
4 Capítulo 1. Aigm¡ nos ¡así;¡Lados de con L roiabilhlad para probien> as parabo~u os J
A cleiiias u~ > 0, pííesto q mmc / es tic> decmcc.í e ímte y Y ( w~ ) =Y ( . Li)) f/ ( ; 0). Usando ¡ a
de¡;sid¿md cíe U y la depcvidencní couití luía. sobre les (l¿tt05 <le Li s<dtmcmoui dc (~hY pode> míos
E U l~l <mme H ~ I!L’’ú¿ __ lAiiutliiiCiite J((gil ¡. e — ¿. aplicaiido las tlesigiilaclacies <le Hob leí
y Yoííng, ctn ícltíi nos ( pal-a 6 - O sim ficicí i ten]ente iletí imofití) <¡nc
1 yo) LP(O) < Cíe
y í>or tatito
II fi(1; u) — fid ¡fi ~<íi>< (4 J
Observacion 3 En cl tetírema anterior también es posible a]~ortlai el castí en ci <¡míe 1 Jes iii graf<í ¡ilaxí mi]al íntmnótt>nt, /3 <le ~2 La prueba <le la existemi(:ia de stducíón se
Cii (:0viti am, po t ejcinp lo. en Bou i lan [9] y el Teorení a 2 s igí me sicí m <lo (:ierto si a5 iii)) Iii) OS ( ¡ liC
/4(u) < +~ para tocití u E D(/)), donde J
/4(u) := sííp{b E IR b E /3(u)>. j
Es ta LiPotes i s o ciirre Cvi 11111 cli os casos: i) El caso de 1) (/3) = It? (conio. por e¡eniPlí
cimamitlo /3 es lina fííiicióím covitiiiima iio <lecí-eciemite o la lunciomí tic Heaviside) u ) Li J
cotidiciomí ta¡iibicm m se satisface en alguímtís casos cvi los <
1iíe L)(/i) ~ II? tales :tnm iO. ¡lUí
u:] ci)) ¡>10 Jy <0{ (—oc, 2- >/3(u) = 0] r=z0
observación 4 Es fkil vcí <~iie el r¡v.. 1 <:omm la desct>i)iposi(:iomm Y = 14 — YI <bucle
14 e Y? soti iiii negatí vos, íinplí’:a la comitrolabílidad aprox i niacla cii L~ pata el pm-o6 Liria
lIi]Cal sin mestIiccioi)es sobre los coíítm oh s Para cl :astí no lineal colí restricciomies cvi los
contrtíles la <:<lm7tm-olabi litiad aproxiniad m. en se dedii<:e m))etlialite obvias nio<lifb:acioies J
cii la tleinostraciomi <leí Teorema 2 1- 01 miltíino, senalcíntis tai)lbiém), <píe el ~:asci simm mes—
tru:’:¡<uimcs fué abordado va en llení y [3] -dii la hipótesis (1.3), pero bajo ¡un :omí<li ¿vi J
atí i (:i on al sobre cl coni p crt al)) i tui to h / vi el i nti u i to.
1.2 Controles sobre la condición tipo Neumann de la frontera. J
En es ta seccióí m est u idiarcí míos cl 1>rol> len í a (Piv) Apli caí-e ni <~s la tccni c:a <le caí í <:e 1 aí:io vi
probar coiitrolabilitlad at <a - ~.. ctíntroles:tmn cl ol~et i yo cíe it ~‘ím-<xiíii-md~II’ (esta vez í:ovi si mi
rest r m ~ 01 íes).
J
2. Con LroIabilidad api-ox¡mnada vía Teorema de Pan Lo Fijo (le KaJ< ti Lan -9
Teorema 5 A suinnacis- (1. sL (‘-4% Para cada y ~
-soiiicióí-t <le







Entonces, Si U es denso en tP(E), el conjunto E = {y(CE; u); u E U> es denso en L~(Í?)
E
Demostración: Para catía y~ E L~(9) y e > O fijos, iisamnt,s la decomposicióí y = ~ + Y
comí Y la st,l íj :ío mm <leí problema lineal asociado
I ~—AY=0(CPN) —jCii(.; 0)) + ‘u~¿nlY(O) = Yo en 9Cli ticii 9,
pata íjn a aclecíjada ~ tal que y (T; ve) — fil u <~¿~ < e (la cxi stcií cia <le u~ se piietIe probar
dc miiíevo ¡1>0v i])edio <leí Teorema dc 1-1 ahn— Ram] aclí vease Lions [40]). Para 6 > O sea fi la
stA m ic:ioi) <leí 7)rt)lilen)a líO lineal
¼— /Nfl = 0





E mit 017 ces, medí aíi te est iniaci cmos a p ritri , es fácil vir <1íje si 6 > 0 es siífi cientei)) Ci) te
ictití, existe O > O tal qí)e
1 NT) IIumCm=(Y.
Por fi ít i mii o. usa 1]do la Ues igual tI ad t vi angtilay, obtei] Ci)]os el res í mIt ado deseado.
u
2 Controlabilidad aproximada vía linealizaci6 nyTeo-
rema de Punto Fijo de Kakutani: caso de
troles sobre el flujo en la frontera.
Es t; a se:ci on trata algunos resultados <le <:cnt rol abi Ii <latí api-oxi íija<l a iiará prol lemas
parabol i <:os no liii cales a t rayes <le iiu metod o ti i feren te al <le la 5 e:ción 1 . La it!ca es
L”(>?) denotamos po, y(v) a la
con-
apI i caí- ííí argí imnento (Ile ¡9111] to fij O para miii operatlor iii mil t ivo:O (~l Teoreiíi Ii (le P in tt
fi (4ipIÉ u lo ¡ - AIg mvii os ¡-es mil ¿míos de conÉro¡abIJA latí pal-a pro 61cm ¿ís p¿m¡-abóli¿ :c,s -
Fi ~t) cíe lKakíitan i ). (i3oiísitiei-arcii]os Itís tíos PmOblei))¿15 de :ontitl sigiiieimtes.J y~ — Ay + 1(y) + du:, 1)/tv) 3 fi en 9
(Vi) — Oxe) cii
q(u:, 0) = yo(u:) en 9,
y









<loiitlc fD C >? y u’ es <le imimevo el vecttím mítunial imnitamio extemio>- Cm) ¿)S 1. La <:oímti-ol abil <latí
sema u:tnsítleiatla l1>ajt) <lifementes <:m-ítei-íos: obsem-vaciomi el] ticmn po 1’ pat-a (V~ ) (Sección 2.1)
y <ibservací trm cii >1 pama (V2 ) ( 8c -eió vi ‘2.2). Nuestrcí n)eto<lc> (:(1)mi)binai-a algimimas itl(ML$
íntrt,tliiu:ítlas cii 1—lení- [:35].Li oí í s [42] an <1 Fab re— P imel — Zuaz mm a [28].
Seflalavi]os t¡ue ld)s resmiltatlos <le coi7trolabi lidatí stn intlepentliemmtes cíe la i)miicidlati <le
sol ti cion pama tI ti :tínt rtfl Ito: Asi, por ejen) pío, si a (u:. 1) < O y /3 es in uIt Ivo m:o ii etle b aber
perdí tía <le la unicidad <le soltíciones ( vease [Yaz [22]).
2.1 Observación en tiempo T.
Se¿í O iii) MlbcoiijmimitO abierto 170 X’¿tcit> de E = ¿2 x (0. ~f) Sea a E L~(9), y coimsícleremmíos
1> E 13(9), ve C ¡2(9) 1 )í-ihnimiios
X’(9) = sc E /412(9) 2=i=dv
A<¡ mmi y en 1 o ciije 5 gue ii5iti(M)] <15 la vi ot acto ii
flrs(9) = 12(0,71; HS(9)) ~ [/r(() T; 12(9))
p=U¿i 1. .5 E lIs?.
1 mmspim-a<los crí Lions—Magcnes [4.5]defliliI1)os la noción tic SOluCión <lélii 1 <le la sigiii~mi te
ilíaimera
Definición 6 lina función fi E E
2 (9) es ¡Lita solución d¿tíí del Piobíenta (Vi) -sí existe
b E ¡3(9) ron b E POí) tal que
(ií~ — scí — Asc)LI(9) = (It — ¡(y) — a(u:. t )b, sc) 142(9)


















2. <.$ui trolab:Julad api-oxuiiiada vía el Teo¡-ezn a de Pon Lo FVjo de Kak mu tan 7. 7
Teo renta 7 Sea J una función ical satisfaciendo las dos condiciones siquientes
(1.5) j(.) es continua y existe I’(so) para alqun ~o E IR,
(1) { Existe NI > 0, q > 0, y 02 > O tal que j(s)¡ < ti + c2¡.sI,
sí H > NI-
A -s míw ¡ mas tantb ¿en <¡<te /f es un qí-afo inaznaul monótono acotado de Nt tal ‘que D(/9) =
II?. Entonces el conjunto E = {j~í (T; 7)) fi(IB 7)) eS una sotución (Vm) con -u E L~ (O)}
es- denso en X — 12(1?) -
Antes <le cometí zar la primeba <leí leorú~íi~a 7 neccsitaii~os algiinos tesijítaclos previos.
Proposición 8 Sea a = a(i, u:) e L~(9) - Existe una constante O > O tal que para cada
k E L
2(>?), It E 12(9) y w0 E 13(9), la solución w de
— zNw + aQ, u:)w = It crí 9
(1.7) 0w
—=1. en>?[w(0) = en U
satisface
(1.8) fi W ¡¡¡1/2 I(Q)= t. (fi W fiL2(Q) + fi It lL’(9) + fi k ¡L2(E)) . ¡
A deiita.s. sí {a,, C L~ (9) con sup~
6~ 1 fi a,, L~(9) < oc, entonces podemos eleq~r
(7a,I = (3 independiente de a -
La í vii eh a la ha(:on)os cmi dos pasos -
Lenta 9 La conclusión de la P¡-oposición 8 es verdad s s O y k 0.
Demostración del Lema 9. Por tíemísidatí podemos elegir umía siicesicii a” E C~(Q) tal
<lime a” —Y (1 en la ttpol<gía dc 12(9) y {a”} es iiniformemríonte acotatia en la topología <le
17” (9). Emítoí ces, si deiiotai nos por w~ a la st)l mj(:iót) cíe
— áw” + a’ (u:. 1 )w’ = It en 9I <9W0 en>?¿3vw’(0) = O en U
resii It atIos I:> i Ci] :onoci <1os (vease, ~,or ejem)) pío, la Se:ci 017 6.1 ([leí (~3 al> it ii lo 4 de Lions—
Magemies [46]), w” E H
1’2(9) y
¡¡ W IIHí2(9)< <~ (~ It IL2(Q) + fi W HLI(9))
8 CapuL u lo ¡ - A ¡go u os res tul fados de cotí t io/¿i Liudad pata pu-o 6/em as ¡uíua ¡‘6/li os J
coi~ O imitlepei]dievite <le n. Además, i)itiltipli(:aii<lt) cii el problciiia aiiteiitw p<>r J’ y
usal mdl t) la <les igual<latí <le Youn g, es fá:i 1 dccl lic ir ti ue
W ¡12(91< <~ It It 1L2(9)
(:01) (3’ i mItle¡)ei]diente tic it. Dc este motio. si w es el límite de w’~ en la topología débml le
[fi 2(9), a ti-aves tic la [)efimiiciómi6 I)odlem)ic)s pasar aí limíiitc en el ptolmlenía y <:lc<liícir t¡i le
w es la mi inca solíi<:ióií del problema{ — Aw + u(u:. t)w = It en 9
0w =~ mí>?
dv
w(0) = O cii 9 J
y s=m.tistace
<~itim (‘“ i m l(lC¡)Cim(l ictite dc 1).
• JDemostración de la Proposición 8. Sea w = it + z, tlt)iIdle it satisface.
— It ei~ 9
BuI 2722 j
y z es s<>l mición tic ~ (/7 = —(171 Ci) 9 J
(1.9) =0 cvi>?
eii 9.
Entol] ces ten cmos la cstini acmon
¡[7¡ ¡f/I/2>I(9)< ci (r ~ ¡12(2) + H wo ¡Li (O) + ir It 1112(9))
vease. ¡~n:ím- ejemplo, la Sección ¡ ¿7.1 cíe! (3apítmlo 4 <le Lioíis—Magevies [46]). Fimialimíemíl e.
si aj~~l icanios cl Lema 9, obtenciiios <
1iie j
z ¡[JÍ~/2í(9)=¡¡ 2 ¡‘II 2(9< (1 ¡ U ¡12(9) -
Proposición 10 Si w es la solución de (1.7), entonces w E C([0, CE); ¡<2(9)). Además, st
Ic E [>tl/4.i/2(>?) entonces w E U 2((3, CE) x ~)para todo 0 < <5 < ‘1>. J
J
2. ConÉ¡-olabilidad aproxizna<Ja vía el Teorema de PunÉo Fijo de KakuLani. -9
Demostración: Sabemos que w C ¡<2(0, CE; Hí (9)) y, acorde con
(vease la Proposición 12. 1 <leí (3apítulo 1 <le dicho libro)
Lions-Magenes [45]
Aw E ¡<2(0, CE; H—jí2))
De este lilOdO
= h—a(u:,t)w+áw c L2(0,CE;H—’(9)).
Atíemas, usantlo cl Tctrcnía :3.1 (leí Capítulo 1 <le Lions—Magenes [45], deducimos que
w E C([0,T]; [Hi(í2), H—’(9)]
1¡2),
x<lontIe [A’,Y] ~ cíentita cl espacio O — iiíterpolado entre lt)s espacios <le Banacb X y Y, si
es mjii su b:oI7j íití to denso dc Y y X c Y es tina inyeccion col]tinna (para más típtalle vease,
por ejem 1)1<), la Sección 2 dcl (3apítítlo 1 (le Lion s— M agenes [49]). Ahtra, usando el rFe<jr<~íill
12.4 <leí Capítulo 1 tIc Lious—Magenes [45], se obtiene <¡mie [H’(U), JL»
1 (9)]1~’2 = 12(9).
Por <ítrt lado, para ttnio 6 ¿ JI? tal <píe 0 < 6 < T, te (6) E [¡1 @ 2). [)e este modo, aplicailtIo
cl Tetírema 6.1 <leí (~3apítulo 4 tIc Lions—Magcues [46], detlucirnos <jtie sí
entonces w E H1’2((6, CE) x 9).
u




J(sc0) = ~ (J<, + ¿Isc0~L2(~~) —
tío vide sc (u:, i ) es la solución <leí pro1)1 en)a rctrógratlo
—sct — tsc + a(w, <sc = o{ 0sc~
Dv
y(T) = sc0
Ob servacion 11 SeiSalamos que, si reformulamos cl problema en forma
por la Dcliii ción 6, una función sc es solijeión tic (1.10) si
(sc, 1t — ~V + a(u:, t)¿t)L2(9) = (<(CE), sctL2(o) Vi» E X7(Q).
















entonces sc O en 9. n
CapiÉ ii/o ¡ - A ¡go nos res ííltados de conLí-olabiJidad par-a prob/emas parabóJieos.
Demostración: Sea t~ = sup{t < CE E u: E <99 tal <¡tic (u:, t) E (9 } . En tt)i7 :es , 7) oi ii ii
tcorcm a tI e (:ontit7ijaciót) úiíí:a (vease Nl izobata [49] y Saíjt—Schemjrer [5:3])y la ii 17 ci<latí
cíe solu:iones <le este tipo <le l)rol)l eimuts, cle<lu:i ir os que sc O en 9~ 9 ><
Fi 17 alt)7et7te, por resultacítis cíe ii i7 í ci <latí retrógrada (vease Friedin am7 [:31] , pági u a 1 75), se
(:017 cluye <¡tic sc O cii (=1 tlO1t7 uit> completo 9.
u
Observación 13 En la deunt,s traci¿vi tic la Proposición 12 pocl ciiíos apI u:ar el ¿ngminien tt
<le (:ontinua(:ioi7 unica pticsto que sc e L2(6, CE; 112(9)) para toclt O < 6 < ‘1 (vease la
1> ropos i Ci ói7 ¡ 0).
Las dts prt>posiciotíes siguientes son resultadas sin~ i lares a lts prescí tadtjs en Fabre—
P ucí—Zuazna [29](en las Proposiciones 2.2 y 2.3 <le <licho trabajo) pero atíaptatlos a u i)esti-t)
caso. Las cieí íí ts tra<:iones de estos resííl t ados 5017 ad ap tac ion es, a u uest ro prol) leni a. cíe
1 a.5 17 tichas (=17cl t ralIaj o cii;ado y las expon <[re 11705 solo para (:0n70 cli<latí <leí 1 ector -
Proposición 14 Para todo a > O, ~p E ¡<2(9) y u e ¡<<(9), ci funcional i(; O, fil)
¡<2(9) ½ IR es estrictamente convexo y satísfaee
Uní mf 1(sc0; a, 7/1
)
A demás .1 ( - ; a, :t/ri) alcanza su mznimo en un unzeo p7tnto sc~ E ¡<2(9) ~
(1.11)
(1.12) —iiisc = ‘~- fil ¡2 =6. E
U einostración: Si .1 tío satisfate (1.11), cíltoí7 ces existí ra una sucesión { sc~ } c L2 (9)
tal <¡ííe
Isc~j2 ½ +c’D íjn~ ~ ‘(sc~; a, ~ <
~ IscRh
1)e este i7 mo dt, si sc~ es la sol ti ciói~ de (1. lO) coí~ <1att> i íti c:ial sc~ , tenemts que
[bu inI í scn (u:. t)¡ <ym ¡ sc~ ¡2
7) ilest o qtic en :aso :tmntrarí o
1. 1:3)
liiii iííf -‘(sc7~; <‘, fía
¡sc mí í scnÚ~x)¡¡~>”(= líni inI y%scJ2 (J itni2 + 6 — >¡ ¡«i2 <br)



















2. (Jon ÉroJabiJidad a¡)roxiIi] ada vía el Teorema <le Pon Lo Fijo de Kakmí Lani. II
Al liii sino tiempo, ¡$~¡ tiene noria unitaria y por tai]to (:onverge <lebi ln)ei]te en a íími¡<2(9)
clcmii ento <<> E ¡<2 (ti). En ton í:cs , p<~~ la F’ rop Osí (:ión , pv converge déiS ¡iniente cii8/ -
- 1:3) y la propí etí atí <le con ti viiiacion¡<2(9) a » (solí icion de (1. ¡0) comí <(CE) <0) y por
1)17 i ca <le la P ropos i c:iói~ 12, 460 0. A<lemás, t:t)mo
J(mp% a, yd) =Y~b
liij) ii7f -J(sc~; «, ya
)
fl4+OO ¡sc~¡2
lo cital es ii ya (:otitra<jb(:ción t:tími lo suptiesto.
Em í reí ación a la prti cha <le (1.12), mm saínos tu íe .1 ( . a.ya) (=5estii c.t al)] cii te comí vexo
continuo en ¡<2(9) y <¡míe
liiji -](sc~; <i, fbi) = +oc.
Etí ton<:es .1 ( . ; a, y,) alcaiíza sim mm mio en un mlvii co punto sc0 E ¡<2(9) (vease,
Brézis [¡2]).
=(rejemplo,
A <[(Ii)) as, si ¡7//12 < 6, entomices
J(sc~; a, 7/,j) > ~¡scI2— ¡7/d¡2¡LP¡2
> ¡sc¡2(~ — ¡fid¡2)
> o Vmp0 e ¡<2(9),
Ití c:ual i1))l)li(:a> <¡ile sc7 O.
o







2i I ~ dx,- 1>É
si <~<> E ¡<2(9) COtí y0¡ = 1 y ¡Ya¡-2 — fi-¿ yd<p0t1:r < ~ í>~ra todo
-I (~¿<~i[i) ,í2 (f
2W
02
~(t, x)¡d>?) + It — j -ti1)
+ p(¿ — 17/412 +
-Y
+ ji(—2’y + —)2
< O, si ji es suficientemente ~
Pci-o ~V= o un pl ¡ca <¡miel (p$ ) > .1 (~ti) = O. lo cual es mm ua co tít ratí i cciód
e> ¡!/4¡2.
— J ~ ¡ P~U 2 <lx)
>6
ji:> O <¡iiC
(1a¡4t ¡mIo 1 - A/go n(>s ¡-es milLados <le c:on tío Ja.hhIidatI J)ala /7 Pci ble¡íí ¡ms pa.¡-¿mhoJic:as.
Proposición 15 Sea NI la aplicaeton





Entouu:es. sí E> es un s7íbconj7¿nto eoinpa <lo d< ¡<2 (~ 2) y 13 es ami s ubconpunto acotado de
J>~(9), el conjunto NI (1< x 13) es- un subcon-ju¡íto acotado de ¡<2 ( 2).
Li
De iii ost ración: (3cm cl objeto <le llegar a UI) a coi)t ratí i cci on asu mmiii)) os qí le existí~ iii)a.
stu:es i O!) (4, <tu),, G J\ >< ¡3 c ¡<>0(9) tal que
= ¡A’I(47, <¡2 ½oc.
ALícmía, <:oi))o ¡3 es acotado, existe ti C ¡<>0(9) tal c¡ííe utia. siibsum:esíoim
(2 >4 (1 Ci) la t 01)01cigia (idi) 1— * cíe ¡<>0(9)
y. (:017)0 1=es coimípacto, existe f/q E ¡<2(S 2) tal <¡nc tina substicesiomí
it fl-t~±c<fbi 7/4 ci) la tt))}t) ¡ ogía. fi m ~rtc tIe ¡<2(9) -
V’eamm í (:75 t¡ 1(2
(1.15)





?~. i:i)hmtii)i)aciovi <U: iti)a. matiera similar a la segmí tía crí la tlem)iostracióvi <le la PrO¡IíOsicioi)14. to __
17) a.i1) os sc,~ —
i,~ (7’) = - Coi))t)
o
mpfl
¡scM2 ~ tlcimotai)jt)s ¡tr 7,~ a la. sol u:íóií tIc (110) í-es¡~t~:to a it,, :tuím
¡ SO ¡ i)2 = 1, í,odemos 5 ~ ~ ~ sc~1 ccn veige <le.~ i lulcí í te ci) ¡<2(9) a
E ¡<2(9)
(Jcímllo cmi la dleii]ostm-a.(:ión tic la. Pt-oposicióm¡ 14. es fácil probai- <¡mme p,, <:cii)vei>ge cii
la 1:0 po logia. <1db 1 <le ¡<1 ((9) a. ~ (solución cíe (1.10)) rcspeu:to cíe
fe) ¡~,1<>¡<rdít ‘tftíg O



































2. Con Érolabilidatl ap¡-ox¡níada vía el §eou-e¡na> de E’ minLo Fijo de KakmmLan¡.
—0y, coi)]o coi] verge en la. topología dc ¡<2(1?) a> O, teííenios que
[ini infi,, =e,
U~4 +oc
lo címal ctititratlice (1.16) y por tanto prueba (1.1-5).
Fin al i)Iente, senalauros <lime J(O; a~, y~) = O, con 1<> <¡tic .1 (,3~ ; a~, 7fJ) =
uíía contradicción con (1.14) y (1.1-5). De este ulotio
simp {¡<,j2
“EN
u E LV} < +oc. E
Definición 16 Ii)ada V A’ ½ II? U {+oc > -una función propia y convexa sobre el espacio
de Bu-ii ach A’, se dice que un elemento Po de V’ pertenece al conjunto OV(¿co) (subdife—
renejal de V en u:0 E A’) si
1~ (u:o) — y (u:) < (1>0, u:0 — u:) V u: e A’.
Observacion 17 Bajo las comidiciones tic la Dcli mli ciól] 16, u:<1
so! míe lvi smi bco¡mj muto conveXo tic A )si ~‘ solo si
lninin]iza 1’ sol >re Y (e>
O E OV(xo).
Proposición 18 Bajo las ant etio res condiciones-, si V es-una función semicontznua in—
feí-iormente. entonces Po e ¿9 V(u:o) -sí y solo si
(pu .u:) < hm
V(u:o + li-u:) — V(xo) (-<+oo)
Para- m na (:Ieinost raci chi vease, por ejCi)) ¡)lo, la 1> ropos 1 ciói) (págí ría 187) y el Teorema
1 (i (página> 198) cíe Aiíb u— Ekel an cl [3].
Observacion 19 Si V es dífeí-enciable (Jateawn. stí difemencial coincide con,
íeím<:íal.
slj 51iljfljlifc—
De nmí evo , el siguiemí te len) a es ¡1) resul tatIo siiii i lar aí prcseíi t atio en Fab re— F-> tíel— Z iiazti a
[29] (en la l~> m-oposiciones 2.4 <le dicl]o trabaj o) 1)010 adaptatIo a i]1iestro caso. (Jonio a-tites
se exji (>1) tIrá la cl emost ra(:ioI) 501<) pama. COllí 0<11 <~l atí <101 1 e<:t or.
Lema 20 Sean sc
0 e ¡<2(9), sc0 # O, sc la soi7Leion de (1.10) con sc(CE) = sc0- Entonces
ji
lo cii al es
V u: E A’. Ir
a, 7/a) = {~ e ¡<2(9) B ti e sgn(sc)xc, satisfaciendo
14 <hmpít miJo 1. 14Jgmí im ts i-as mi/ Ladas de t:on Éro/abilidad ¡nipa pro hlení as ~iarahoui<:os-
/~ (u:) 00 (:í:) <iu: = (j7 ¡mp(I, v)¡d=2)(1>
+6 le2 ¡sc12
don de 0 es- l<-¡ so/ación <le (1. 10,) con 0(CE) = 0<). El
Demostración: lii t i-otl mmciii í os la s igmí i ente míot acm 01]
-/ (sc0; (1, fid) = (le ¡mp(i, :c)ld>?) 2 + 6¡9<~¡2 — .127/90(/2; = Ji (y0) + -12(sc) + -[«sctm>)-
Sea. 1> : = { (1. u:) E (9 tal <¡nc mp(i, u:) = O , y ~ c ¿111 (mpO) - Corno Ji sa-ti sface las hipótesis
tie la Pro ¡j) 05 i <lómm 18, mira <:atIa 90 E U2 (9) se cumpíe <¡míe




















)OdE] + ¡ mp¡d>? . 1~’ ¡0¡dYi
5=í~dsc)0dE+ le y¡d>? j ¡0 dE
y¡d>? ¡ ¡0¡d>?.sqn(sc)OdE + le
E ÓJm (sc0) ~ V00 E ¡<2(9)
sqn(sc(t, x))0(t, x)d>? +
J
¡0(t,x)¡d>?) -
(3 = {0 E J~ ((3): 0 es soltícith7 <le (¡.10) con 90 E ¡<2(9)1 -
u(t ,u:)0(t, u:)d>?)
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Ent on<:es , la ful)cióu 0 ½ ½ (st, 00) es mí vi a fmi míci ó vi Iim~ cal sob me U y í or tal)to, apLi can<lo
cl coren) a de Ha.hn— 8 an a(:h , existe ti)a fíj vición liii cal V sob me ¡< ((9), Lial <¡iíe
VV0 E ¡<2(9), (~,00) = V(0)
y para cada E-) E ¡<~ ((O),
(1.18) sqn(sc(t, :í:))E4(t, :í:)d>? + J
Ptr (1.18), l~ es continua sobre ¡< ((9) y ciltoIlces V E ¡<>0 ((9) y
(1. 1 9)
O(t, u:) íd>?) -
¡le, V(t. u:)E)(t, u:)d(9 — ¡sIL’ ~ / s=in-Q-pY,u:))6(t, u:)d>?¡ =
VO E ¡<m((9)
Si elegí i)]05 O E ¡<~ ((9) :on soporte (:olmten itlo en (9 1>. tenemos <¡nc
V = ¡so ibm(o) ~ casi para. totio pmi mito ti e (9 — Ir>.
A <:oti ti i]tiaciói] . si toinanios O E [1 (1>) tei]em)]<)s que
/~, 17(1., u:)E)(t, u:)dSs¡ =¡SIL’ (o) f ¡0(1, u:) ¡dE.
y Ci] t<>ii <:es
¡ V(t, u:)I =1117 ¡ILflI’)=¡sc¡Lm(o) ca-si para totIlo (u:, t ) E 1’.
Esto prueba <¡íie existe u E s¡íuQp)xo ta>l qiíe
17 = Isc¡Lm(oyo.
Recíprocainen te, sí 17 E ¡ sc ¡ L~ (o)) ~=m(sc)xo, entonces
00 —> le V(t,x)0(t,x)d>?
es tul a. fui)ci ón Ii lleal <:c>m)ti viii a sobre ¡<2(9) y )<ir ta.mitti existe iiii u ni <:0 ~ E ¡<
(~, 0~) = le l/(t~, u:)O(t, :r)d>?
(9) tal <¡ile
V ()~~ e ¡<2(9).
()bvi aliente ~ satisface (1.17) y por ta.ííto ~ E ¿LI (y0).
(JOvii ti segundo pasti, (:ot) si derani os
12( sc0) = ¿ ¡sc’> (.r) ¡2</ ) ~
Chi¡)mt mí ¡ (> ¡ - A Ig mm u os u-as mmltasios dc ccii mt í-ola 1)711<1ad ¡)a ¡-a pi-ciNea m ¿m-s p; u-; L’6/h: s -
F’tir la (1)l~)serya.(: ión 19
— ~ sctmtm () ¡2 ci:i:)
— 6¡sc01>im j
Fi t)alm]ieimte, P<~i liiit¼LlitIatl.
(<912 (mp0) 00) —12 (u:) 00 ( u:)du:. El
Alío va. estamos írep amados pam - a ii mt>l~íaí iii m a vei-smot m liii eal <leí Teore mii a 7.
Teorema 21 Si ¡ti4¡2 > e y ~ es la solución <le (1.10,) satisfaciendo ~(CE) = ¿$<, entonces
e:oíste u E spp7(mp )~o tal que, pa-u-a :ada /t E ¡<2(9) la soLución dc
(120)
— Af>/ + a(t. :r)y = It en 9
¡ (O)7’XC) en{ /í (O) yo en 9
->0
= f/j — 9
’
/7 pOr tanto ¡(7’) y~¡-~ = 6. El
Observación 22 Si 7/o e O y lí e O. el caso ¡yjI < 6 se mesmielve tm-iyialii]cmmte comí cl coimbrol
oe(L
Demostración del Teorema 21. Usantlo la. l’rtposiciómí ¡5 y pci- Ii ríea.lida<:l , pou:lcmmios
suponer <¡míe ~ e O y h e O Alitíra.. gt-acias a la. siibtlifertmcia.bilitlatl cíe -1( <ti, ~ cmi ‘$7
(# O ¡~or (1~ ¡ 2)), sabet))os (vease la Obscrvacióm i 1 7) <¡ míe
O E ¿)/(~0)
<¡nc es e<¡ui valemite. po~ el Lenia 2(1, a la existeun:ia. cíe 7) E squí (~)yc, , tal c¡iIC
— sc Li(o)) (1k 7; (u:, 1)0 (u:, t)dx dt) =
(121)
J
sc 12 11k ~ií(:r)0i>(:¡:>íu:
— f/,i(jt)00(2)dt.
Ptui- otro lacítí. (Rii)iti 0 (45 la. stil ilción tIc (1.1<)) y y (=5íiíi¿t fimmm:ió¡i test atli)1i5il~iic <le >\ (9)
ptír la observación 11 tei)ei)]t5 <(ilC
(CE), 0<) = ¡ ¡ 1>0 (o)) (f u(u:, t)0(x, t)du:dt) -
16 J
2 ~ () 00(u:)dx
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Entonces, por (L2 1) y (1.22), se clecítice qtíe
(y(CE), 00) = (yu — ¿ 0¡2 V 00 E ¡<2(9)
lsc
‘CE __y sc coticí uye <íue q~) = 1/u — 6
U
Para el caso no lineal necesitaremos aplicar el Teorema. <le Punto Fije) 1<akutani
1Mt1a operadores inultívt,cos:
Definición 23 Sean A’ y Y espacios- de Banach y A A’ ½V(Y) mult¡noca.
Eh cimos que A es hemícontinna superiormente en u:0 C 2<, si para cada p C , la función
u: —4 cr(A(x),p) = sup < p,y >y’~y
vCA(x)
es selnícontin7fa superiormente en u:0 - Diremos que la. función m7tltiílaluada es hemícon—
tinua superiormentes obre un subeonjunto 1< de A’ si satisface esta propiedad en todos los
Jiuntos de A’.
Teorema 24 (Teorema de Punto Fijo de Kakutani) . Sean A’ c A’ ujsubconijunto
compacto y convexo y A 1< ½1< una función m7fltivaluada hemicontinua superiormente
con valores convexos, cerrados y no vacíos. Entonces existe un punto J jo :¡:m~ : de A.
La clenjtstra.citmn se ptíetle ver, por ejemplo, en Aubin [2], página. 126.
Demostración del Teorema 7. Sean yd e ¡<2(9) y ¿ > O fijos. Definimos
q(s) = { f(s)—f(so) ~
5 =
Eiítonces, por las hipotesis hechas sobre f, se cumple <íiie y E ¡<>0 (IR) Ii C( ~
.áhora, usan <1<> cí Teorema. ‘21, íara catia z e ¡<2(9), b e /3(z) y ¿ > O se j)tie(lE~17
encontrar <los ftincioiics sc(z, b) e ¡<2(9) y u (z, b) E sgn(sc(z, b) )xo tales qiie=la sol ticióíi
y = y¿ de
y< — Ay + y(z)y = .f(so) + g(z)so — a(x, t)b + it en 9
(1.23) <>1/ — u~, endv
y(O) = yo en 9,
(clontle u = ¡ sc (z, ¼L’ (O) o (z, ~<)satisface
(1.24) ¡y(CE) — f14¡L2(&m) < 6.
18 Ca.píÉ u/o 1. A ¡gv nos res u/Lados de con Érolabili<lad para p¡-obJemas paraho/¡cos.
A [íora, <:oti~ o ~ ( - ) es acotatlo. por las Proposiciones 15 y> 8 teticinos q nc
(1.2-9) {I sc(z, ¼IL’(eY) 73(z, b), z E ¡<2(9) b E ¡3(z) 1 es acotatIo en ¡<>0 ((2)-
Sea




Obvia.vi)eimte ~ =¡¡ sc(z, b) L’ (<9) u(z, ¼satisface
¡ ti ILflE)< NI.
De este í í íotío, si <lefinjínos el operador
A ¡<2(9) ~jior
A(z) = {y satisface (1.23). (1.24) con b e /3(z) u satisfacientlo (1.27) k
hemos visto <¡nc para. :a.cla z E L2 ((2), A (z) # 0. Para. aplicar el Teorema cíe F>íí imto Fij o
<le Ka.kuta.n i debemos verificar <¡tic se satisfacen las siguientes propietíatíes:
(i) Existe tín stm bconj mintc, cotnpacto U <le ¡<2 ((2), tal <¡nc para catía. z E ¡<2(9), A(z) C
U.
(i i ) Para. <:acia z E ¡<2(9), A(z) es iiti 51i ljít:oiij ijíjito (:onvexo (~t)iii jia<jtt, y’ 110 vai:io
¡<2(9)
(iii) A es hen i (~0i)t i utia. s uperiortnente.
La. <1cm os trací ón <le c¡ ije se verifican estas proplcd acles es (:011)0 sigue:
(1) 0 ra<: ias a. la Pi-opos iciun 8 sa.b emt,s <¡tic existe utI sub ct)nj tíntt, a.cota.do U ci e LI i /2,1 ((2)
Lial qn e para cada. z e L 2 (Q) A (z ) G U. Ahora, para. ver c¡ tic po dciiios ttm ay U cOn)~‘acto
7)101) areiii05 qit(= el (:0 vij ittit o
Y = {y satisface (1.23) con z E ¡<2((2), b E /3(z) y u satisfacientlo (l.27)}
es í u subconj ti nttí reí a.t i vaí ii en te coi))pa.ctc> cíe ¡<2 ((2)- Peío esto es fácil <le ji rcba.r misan do
la Proposición 8 y el líe:ho <le que
<:01) í t cl ti sión u:on í pacta Vg < oc
(vea.se el Leí a. 5 (página 78) y el Teorema 3 (págura 80) <le 5 ii))on [55]).
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(1.29)
Ademas. A(s) es obviamente com)vcxt) ptie>s ¡3(yj, e), /9(z) y { u E ¡<>0 (>?) ti satisface
1 .27) so m ctnj tín tts <:c>nvex<~s - Por tanto, t)os qí ie( la por ver <ju e A(s) ( s mit) su1> ct> !]j tu] t<)
(:omripa(:to <le 12(9). Emí (i) lmcm<,s probado que A(s) G II co~m U (:ompa( to Su (yfl)~
sí n:esít;n de elemi]ei]tos tic A(s) <jite converge en ¡<>2(9) a. y E U. rllci,(Jml~(»s qiiC 7)iOl)a.~ <~ne
y e A(s). Sabemos <¡nc existen b” e /9(z) y u” e ¡<~ (>?) satisfacientl<, (1 27) tules <¡tic
f /ij — ~ + q(s)y” = [(so) + q(z)so — ab” + It en 9¿Lp = u”-<eY en
¿Ch’[y” (O) = yo en 9ly”(T) — yu~ =
Ahora, tisan& 1 1 oc es íun grafo niaxíni al nio nót<, no acotado y <¡ ile 1 <>s coimt roles
u>” s fi unu forníemente actitatios, <lcd mmcii)] os <¡vi e 7/” —* u y b” —+ b en la topologia 3db i
dc ¡<2 (>?) y <le ¡<>2(9) respecti vamiíente. Atíemás, -ti satisface (1.27) y, puesto <¡be cvialt¡ ii
gí-afo í i)a.Xi nial nionótont> es fijertemente—tlébi Imeulte ceíratlc (vease la Pí-oposi :íóíi 35 <le
¡3 arb mm [9] (t’ gii~ a. 75)) sol<re <:i~ al<¡ nier esp a<:ío de B anací? con dii al ni~ iforníen) en te :o vi vext
(como, jt>r ejemplo, ¡<>2(9)), tletiiicí niOS <j nc b e /9(z) - [)e este mOdO, sI l)ítsatllos al 1 <ini te
cuí (1.29) 0l)tei](=fl]05 <¡líe
1 — Ay + g(s)y = —f(so) + <4z)so— = Uxe)¿ivy(O) = 7/o — <¿1< + 1» etí 9e!]ci] 9.
Vca.n]os q m)c atíenlás, fj” (CE) converge a y(CE) en ¡<>2(9). Sea w” = y — “ la sol uciómí <le
1 — Aw” + q(s)w” = —a(b — b”)= (-mí—¿it’w”(O) = Li) Ci) 9ci~en 9.
Ahtjra, sí ton]aint)5 9’” E Hi/4.1/2(v) tal qmíe ¡~ y” — (u — >u”)xe, ¡ ¡ 1,2(2)
en la top <>1 ogia (Idi) 1 <le ¡<>2 ( >?) y la solución ~“ de
1 AD>” + g(s)D>” = A (b — 1>”)___ -Y”¿Chi —D’}O) = O




satisface D»” E LV >2(9) (vease Licius—Magenes [46]). i)c este i))0<lO si
e i u tegral)) os, cledu cinicís <ji ie
¡¡ D” (CE) II ~ ~ = lo
1 j ¡ (1> — 19’ )w” ¡ <Lrdt + lo2 j ¡$‘W” ¡ dxdt ½ 0 st u ½oc.
20 Capítulo 1 AJgunos íes tilLados <le con Lr< Jabi/i<Iad para pí-oblení ¿is pa14ibOlieos. J
De es te incido ~n (jI) :oím verge a. O ci] ¡<>2 (~?) y. mí sando cíe m~ uevo resmil tatí05 <:1 e meglí 1 ar iti ad
vease cíe nievo IJions—Mageríes [46]) teneirios t~ me J
W W ¡ ¡¡3/4-3/2 (c~j = ‘~ Ii o>’’ — (u — a )xe’ ¡¡12 <Y:) -
Finalmemite, como J¡í/4iI>2(9) c C([0, CE]; ¡<2(9)) es una inyeccíóti conl;intía (ií]clíiso
iimvecc: lo il (:c> nipacta; vease cl leorel)) a ~3de Si 1)]o n 1-9-9]), oi)tem)cmos q tic
II u’’(CE) — w’’(CE) ¡¡L2(m-fl½ O :imanclo u ½oc.
Pci- tamitcí w’’(CE) ½ fi cii ¡<>2(9, It> qtme inipli(:a chíe y(§I’) — pal? < 6. Esto prueba que
y E A(z) y couicliive la primeba cíe (ji).
(iii) Tci ci)] os <jíí e probar <¡nc ¡ara catia :0 E ¡<>2(9), J
Iitti sup ojA(z,,), lo-) =a(A(zmm) , lo). V lo E J
1-lemnos vistc cm7(ii) cine A(z) <=s tui conjunto <-on)pa(:to, lo :ua.l ii))plica <lime l)ar¿t ( dd=i
it E LV existe y” E A ( z~) tal qime J
u(A(z,,). A:) = J loa, x)y”(t, u:)dxdi.
A lioma, p(~>i ( i) (y’’),’ C l} <¡mmc es iii) u:oii¡ tímítc coumipacto. F>cui- tai]to existe 4/ E 12(9) tal
q u( (<les p tíes tie extmaer miii a. 5ii 1)5)ces i omm) y” ½y cii ¡<>2 (9) Pío bare LI)05 t¡ iíC f/ E A (zo) - JSal) (~vi7<>5 <Jiie Cxi 5 ten 1>” E /3 (z,,) y u” E ¡<~(>?) sat i sfacicii do (127) tal (j¡ míe
t/” + q(z,jy” = —[(-so) + tí(z,~) — ab” + lo cm] 9 J
(1:30) J “ye’ cii E
1 ah =E. cii Sí j
[)e a<¡íi 1 cle<I imcii)705 (¡ nc exisls=u E ¡<>0(Z) satisfaciendo (1.27) t;¿il <¡míe u’’ ½ 71 cmi la
toj)ología clé>l)i l—* <le ¡<~(E) - A<leilias , ii5a.t) <lo <jile /3 es tui gí-afo fimcrtemcnte—<lé>l:íilim-mml e
(:ermado y <¡míe la ecimación <leí ~:aít>itiene ini efecto u-cgtíla.rizante (coí]ío cii la l)rIicl>a <le (i í )) - J
tíetí mmcii)]os c¡ mí e y sat isfaa:e (1.23) y (1.24) (:om í z = :0 para algtm u a E ¡< >0(E) sat i s facie u do
(1.27) y algumí b e /J(zií), lo cual implica que y C A(zo). Entonces, para cada lo E ¡<>2(9), j
ojA(z,~), lo) = ¡ loe, x)y”(t, x)dxdi ½¡ lo(t. u:)y(L, u:ftíxdt =
< stip ¡ 1$, x)yi(i, :r)du:dt = a(A(zo), lo),
SEA(zc) 9 J
J
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lo :íi al tíemuest ra <1íje A es bern iconti i] u a s orinente y concliiye la p rí) cha de (iii).
Fi vial mente, la. restrh:ción cíe A a A’ = eonv( ti) (envoltura (:oi)vexa de ti), <lime con-
ti unas icndt> iii] compacto tIc ¡<2(9), sati s lace las 1] ipotesi s <leí Tetrenia <le P tínttí Fijo cíe
Kakíita.i7 i - [)e este m<)dio, A tiene un punto fijo y E 1<. Atíemás, por constrtlcciói) , existe
ni) com u trol u E ¡<>0 (E) q ile satisface (1.27) tal <¡tic
I — áy + f(y) + a(u:, t)/$y) 3 lo en 97>ji(l.:31) ) = en>?y(O) = 7/o en 9¡y(CE) — 7/dl? =6.
r t amito, y N -si íd ve el pr blcni a. (le contitA ab i í i <latí aproximada plante-ado.
u
2.2 Observación en la frontera.
Sea. 2 mmvi siibcom]j into acotado almíerto y suflei]tcunentc regular tlu>: II?”, 9 = x (0, CE), E,
mlvi smml»couijuii)tt) cíe E = <99 >< (O, CE) tal <¡tic E? = >?\>?~ tiene iiiterior tít> vacio, (t(-, -) E
¡<>0(9), f íííi a fi inciómí real, lo E ¡<2(9), yo E ¡<2(9) y /3 un grafo maxí nial m<ítíótono
a:ot ací o (le ¡KA tal tí nc D(~) = IR. Lvi esta sec<:í01] es Li títliareni cís la cont rol ab i í i <latí
a. p roxi 1)) atía. con ol)servaci ón cmi >? <leí p rol)lema





f/(u:, O) = yo(x) Ci) 9.
Aclii <3cfi nini os las sol mí :íOiles <íd. hiles <le (V) <le fornia. sil)] i lar a lo li echo en la; Se:<:iói] 2. j -
Teorema 25 Si .1 es -ana función real y continua que verifica
(1:32) ¡f(s)¡ =cm + c2¡s¡, si ¡sí > NI,
para a/quna.s constantes positivas cm, e2 y Al, entonces el Problema (JP) tiene la propiedad
de la controlabítidad aproximada con espacio de contíole.s U = ¡<2(>?2) y observación
fi(U)IE e ¡<$>?~ )- El
Demostración: Sean y<¡ C ¡<>2(>?~) y ¿ > O fijos. Tomarnos O < o- < 1/2 y
1< = 4z E J-jt/>2—a/2)—cv(9) ¡j z¡2, — ya ¡¡1,2(20= 4.
22 Ca¡>ÍL ti/o J - .4 /gtí¡m os res mm/tactos de ‘:oím trola biJídad para /)i<) Líen> ¿is ~ntraLoiti: os -
A t¡tu sen ala.ni tís <¡ile, [1mIes to <¡nc el op eradtír tic traza de jjl/2 — cv/2,) — ~((2) a ¡<>2 ( >? ) es
mt í viii o (ve-ase. por ej eni pIt>, la 5 e:cí ómí 2.2 <leí Cap it nlti 4 cíe Li oi] s—Ni agem (=5 [46]). es
fácil pmo) ar <¡mí e A es ii vi con¡ it muto cerratí o con la ttpo logia cl(= ¡¡ /2 — o/2 ~1— u (9) y ¡u <ir
t~uitt es lii es pa<:ío dc Bat mach. De liii jimios la ay> Ii cacíói í iii mil t í’voca
½ V(K) J
¿E(z) = 70 b E fl(z), II ¡¡t2 (Y:2)= H, II !ti’)lY: 7/4 IL~ )< 6 ~.
<Itmncle ií~ (o) es la stííiiciórm <leí problema ji imeal ascíciatlo J
7/t — ~y + a(x, Qb = lo en (2fi




y(u:, Li)) = f/o(u:) en 9.
Por res mml tados tI e regtí 1 ami <latí ( vease Licuís— Ni age iies [46]). <:0v] o f(z Y: 1) E L >2(Z) ( 1~> cir
(1.32)), se. tiene que y~(77) E LI
712’’ (9) para catia. z C U i/2—c*/’2,i —“(9) b E /3(z) y 7; E
¡<2(>?2). Atíemás,
(I.:34) ¡ f/§(7)) ÑP2(Q)= (~(¡+ ¡[It ¡[12(Q) + ¡ ¡ L2(Y:,) + 1 ~ii L2(O)) J
veas e 1 a. 1> í-(í p os i :ioii 8). Pa.i-a. p mcii:ia.í- el r14,<,reina 2-9 misare ni os (~l e mutevtí el tic o re mii4 dc J
~ Fi cí cíe Nakimtaím i - Dc este miiotío, prol)a.retmios a <:oumti vitíatiomí las lii ¡íotesis y u- se
tIchen cmi i])plit para ¡)ti(jlel aj)Ii(:ai- ese tetim-eiiía.
Oraci as a. ([.34) sabei))05 <¡míe existe miii sub (:ti íí; tnittí acotad o y cíe 1< ->i jj m/?, i (9) J
1;al <¡ nc para cací a z G 1<. F( z) c y - Em> t<mn(:cs í ísando cl IiecL ti tic c¡ u<’ [fi /2,1 ((2) c
j¡í /2—o/2, m ((2) es tuia i m iyecc:i<ii] :om pacta y 1< es miii (:Oi]j unto cerracítí, p t d eii~ 05 t(i 1)7 J
V síencítí mmii comm¡ míímttí com))1)a.<:tti <le Pi. es fácil probar <¡míe F(z) es mmmi <cm—
iíííto etmnvextí pal-a ttícicí z E A - 1>ara \‘ei (¡i)e E(z) es miii ctimijiintcí couiipa<:to ¡íúi <u Jcatía. z E A 5ii~tiIiCi))ti5 <¡ile (y’’),, es iiiiasil(:esmtili cíe elemimeutos dc Y(z) íj¡ míe ccíiíveí ge
en Hí/2</2iv(Q) a y E y. <¡‘encinos <¡mmc probai- <¡nc ~jE Y(z). Sabernos <¡míe exmsl m mi
b” E /3(z) y u” E L>2 (E?) satisfaciemí do ¡ ¡ u” ¡¡ í2(Y:
2)=It., tal (¡ míe J
— A>í” + a (u:. t)b” = lo cii (2
____ + j(z!21 ) = O en >?~ J
1%(¡.35) _____ = mí” cii E? J
ti’’(O) = yo cvi 9
¡¡ f/” — 114 1L2(Y:fl=6.
J
2. (bu L¡-o/aLilidad aproximada vía el Teoí-c¡na ~lePon Lo Fijo <lej KaJ< u Lani. 2:3
Ab<ra, usan cítí q mme /3 es un grafo nia.ximal monótono y ti nc los controles u” son miniforme—
mente acotatlos, tletlimcímos qtíe u” ½ u y ti” ½b cii la topologia <l~hil <le ¡<>2(>?2) y tic
¡<2(9) resííecti vam)]ei]te. Tambidí] -u satisface ¡¡ II L2 (22> < R y puesto <jime cual q ti ier gíafo
iiiaxí nial i])om)óttimiti es fuertemente—clébiluiente cerratítí (vease e.g. la Prtípcísi ciói] 3.5 dc
la. p gii~ a 75 tIc> ¡3 arl)im [5]) sob re cli al<¡iii er espacio le Batí ac:b con dual mínj fo mmcmente
:oíí vexo (c<í i)7O, )<mr ejemplo, ¡<>2(9)) tevi cmtis ci tic ti E /3(z). De este n~ o<1<1, 5~ ¡)a.5amos al
111)) i te en (1.:39) (ten icutlo en ctienta <¡ile [(y”) ½1(y) cvi ¡<>2(Z)), ohtcnem<is q míe
— Ay + a(u:,t)b = lo en 9
tty + 1(z¡
2) = O en
ofi -,(=1)>4>2
dvfi(O) = fío (117 9.
Además, ¡ fj” — y ¡¡1,2(Ei)<I¡ y” — ~i ¡¡¡¡m/2—on1—n(q)½ O y por tanto ¡~ f/ — y~ ¡¡L2(Y:í)= 6.
Para mostrar
ti míe .‘F(z) es un conj iii] tei i]0 vacío usarcmntis cl sigliiente lema:





Y(u:, O) = yo(u:) en 9
- pertenecen a con]unt os- a<otados ¡3 de ¡<2 ((2) y E de ¡<>2(Z)) respectivamente.donde E 7/ (Y
upe; e ¡<2 (>?2 ) es el control óptimo de este problema respecto del funcional
.1(v) = j ¡Y(o) — IId
(upe; sabenios que existe por los resultados- de compacidad citados anteriormn><:nte,I, en—
(onces para cada 6 > O podemos toma>, 1? saJ¿eíentemente con el que se cumpla que
¡ Y( E, U, ¿‘no;) — 7/411,2(2,) =e para todo E E ¡3 y (3 E E. El
Demostración: Por Ii i]ea.l itíatí I)otlenios smtponer que ‘/cm 0. Tomam<ís -y > O silficicí]—
temnente peqnefltí. Entonces, si E E JI—(i/4~h>~—2O/4+-O(Q) y (1 E I1~—>2’(>?
1 ), t)l)tcneinos
vease, por ejcmii ji lo, Li<mus— Magenes [46]) <¡tic la sohí <:ión Y ( E, U) <le (LV) pertem íe<:e a.
24 (hmpíL u lo 1. A/gti ríos íes tilLados cíe con Li-ola L;/ulad par-a pi-o Llera as par¿mL¿Ih:os -
Sea P2 p/—(i/i+v),—2(i /4+2)(9) x 1-1 Y>2Y(Zí ) ½ ¡<2(>? i ) la aplica.cióíí clehmmíd¿i por
PJ«E x (i.’) = Y(E,C,>op,e,-)¡zm.
La. u:<,ií <Ii c:i 01 i dc o1í ti mali cIad tic vp, <~ es
(Y (ji’, (Y, uno) — fi¡) Y(O, 0,r — 73n0)dZ =Li) V u E ¡<2 ( >?2 ) , ¡ 1)
LI
_ Ii?>.
Lm~ ttiiji (:es , Sitj)) a.ii<lir las clesigtia.ltlatles
~i~)1’ (0,0, >~>Fm Cm —(Y(E1 , ~ >0fl cm) —
jj1 (Y(F
[17(1%,(;~ , 1’~m$i ) — Y(E2, (‘2, i>172,ijQ] 1-”(O, O, 0flC< — 0122C2 )d>? =O.
A Lora.. c<>ti) ti
Y(J”1, ~, 0g0c,) — Y(172, (‘>2, l’F2,C,) 17(1% — ‘~2, (>“~ — (íd, O) + Y(O, O,
t3~í,Cm — t’~,citj),
misan (~lo (116) 5 tIe tI ii(~C <~¡ míe
¡¡ Y(fl, (1i, u
2, e; ) — Y>(E2, E;2,tt/7j ¡1L2(V,)
[Y(E, (;~ , vn ci,) — Y( F~, (>.%. t’F2.C2)] Y( Fi — 1%, Ui — 6k, O)d>?.
¡‘cii la.5 clesigiia.ltla.tles <le HOICI(=ty Yom 1 ng u:oncltiinios <¡míe
¡ Y(Em, (Vm, on,ci ) — Y(E
2, 02, 7t,C2) ¡ L2(E<)= ¡ Y(E1 — ¼, (1~ — (2, O) ¡b(”)
=11Y(-; E
7 — E-2. U~ — 02,0) I¡~~a¡4—-í2(í¡4-y) (Q)
< (7( ¡¡ E1 — ~ ¡¡H41/4+?>2(’/4+Y)(Q) + ¡¡ Oj — 02
tlom7cle la covista.m7te O es indepeuctiente cíe 1’?. De e~stc mríc»~lti,
1’u es eclíiictiímti muía y, por
cl Lot-cina. <1(4 As’:oli , (P~) ¡¡>0 <:oumvem-gc mmnifoimemente stil)m-e los (:tiimj umitos comíj ¡)a.ctos cíe
—(1 /-1+&),—2( i /-1+y) (9) >< U~ (>4 m ) - Dc este nicítítí, ccííncí
¡<2(9) x ¡<2< ) c j/—(i/4+YX—2(u/4±-Y)(Q)x ÍSYC?%(Zi)
ct>i] mi]cliision (:(:>m]) I)~L:t¿t, (:oncltiimos el testiltado usamído el ¡mecho <le t¡ííe la controla.l:>ilid-<i<:l
aproxiuna.<la> <leí Jím~¡j>~mfl~ (CV) iiiil)lica









2, (Y2, 022 c













2. CoímLro/aLi/idad aprox¡nía<la vía el Iboreríí a (le Pon Lo F’ijo de KaJ< u Laimi. 25
Fin de la demostración del Teorema 25: Aplicantlo (1.32) y el lema pí-evio potlemtms
ttmíu am- 1? tal <píe 7(z) es í iii cot~j íj mí ttm vio va.(: fo, l)ara tem dtm z E E>. Final mci] te, para aplicar
el Teom-ern a de Puí] te, Fijo dc 1< akutani, tenemos qíje probar <¡míe Y es be.mnm com7t unna
smi pcrmtmrn)em]te. Peir tai]to, probaremos qtic para. cada z0 E j.j m /2—cv/2,i —cv( 9)
hm sti¡) a(7(z~,), lo) =a(7(zo), lo), Vlo E (13i/2—a/2~i—a(Q))/
z,, —1- to
Countí ya 1 mei)]05 vi sttm que 7(z) es un ctml]j tint<m com pa(:to, sal>eimmtms que para catía it E 1V
existe f/’, E 7( z,,) tal qtic
u(7(z,,), lo) =< lo, y,, >
A Ii <miii, Coiii ci (y’,)’, G V, sal mem<ms <¡míe existe y E ~ m/? —4>2 -1—a (9) tal ej míe (tlesp ties cíe
ex t raer i)i7 a Sil 1)511 (:es ¡ dim) ,, ½ y ci] la topo] ogia <le U i/>2—úv/2 ,1 — a (9)~ Vi cmst raren) 05 <lIme
y E 7(zo).




tal q mm e
7~ql — Ay” + a(u:, t)10 = It en 9




<9v en >4>2 -
y”(u:, O) = yc(u:) en 12
¡¡ 7/ — y4 IlL~(Y: )< 6.
Dc este mntícítí existe u e ¡<>2 (>42) satisfaciendo (1.37) tal t¡iie u” —Y u en la top<l<igía. tldbi 1
dc ¡<2 (>42). Atieni ás. ti santlo <¡nc /3 es íjn grafo a:otatlo fuerten]eiite—ciébilmei]te cerratlo
V ~¡ii e la cciiací chi <:1el calor tien e miii efccttm regí ¡1 ari zaí] te, tíetí ti(:i nios ( coun ti atí tes) tí tic fi
sat msfa:e (1 :3:3) y
II — 1IL2(E,)=6,
í:on z = zí, para algun 7; E ¡<>2(Z
2) satisfacien lo (1.37) y algun b E /
3(zo), lo :imai imimplica
que ji E 7(z
0). Enton (:es. para. (:ada lo- ~ ( jp/2—o/2,m —“(9))’ tenemos <¡míe
u(7(z~,), lo) = < lo, y” > —* < lo, y > = sup < k,ij > = a(7(zo), lo),
~Y(zo)
lo (¡ile pni el)a qíí ( 7 es 1~cmmm (:ti 1]ti ini a> smi periorincí] te. Finalmcvi te, la r ~stríeciól] (le 7
~ 1< = ~ (V) (emívtmltiu-a ctmnvexa cíe V) , <lite sigile sieí7<lcm muí comíj tu)ttm ccmm)lpa(:to cmi
¡ji /2—4?, ~ ((2) satisface las hipót.s i s <leí Te<mi-euna ele 1’ untcm Fij<m ele lKakutani - Por ta.nttm,
3
26 CapíL mi/o J - Algotíos resolLados de con LroJaL;hdad para ¡n-oLlenías pa.i-aIxj>lm< os 3
7 tiCi7e iii] pitnt<m fijo y E 1 Atíemas. por constí-tiu:cioii . existe mmvi ccííítíol o E ¡<2 (>42)
sat i sfa<:¡<sudo (/. 37) tal q míe 3
y< Ay + a(r t)¡3(y) 3 h. cmi 9
<-ni
+ ¡(y) O cii
o cii >42
¡ O) 1/mi(o) en U
lic u~ste iim<>u>1i,, r’ u:iíi)il)l( las <cm Ii í iii s tic! 7)txul)lei)7~t u:lc cúmntrolabil dad ¿mjirnxíi mmm la. 3
3
3 Resultados positivos y negativos para un prob-
lema semilineal de orden dos. 3
Sea 1 mm 7 al mi u ~rt m a(:< ‘Li ¿tu leí í egí ml a de f¡3<~~ 7’ > 0, (9 un stíb e:oimj tín tt abierttm u!e O - = 3U x (0, ‘1). 1 [mía>fmínción m-ea.l c<,mitinmia, A(:r. 1) c ¡<‘-“(9) y /3(-) miii grafo ma.xiiiial nionót<ítio
acotatlo cíe ffl2 tal <imie ¡¡(/3) = II?. LI p~rm<:i pal objetivo <1<~ este c:a.¡)ittilo es el es Limitímo <le
1 a con ti- cml al) i Ii <1 a.u:l aj) t-tmx iii íatí a ti cl ] r<:m 1)1 emn a aí-a!> oLi <:o{ ¼— ~y + 1(y) + A(u:, t)/3(y) 3 iQCe) e-ii (2 3(V) y(u:. 1) = O en >4 ¿99 x (O. CE)
y(u:, O) = yo(u:) cmi 9.
LI Y’ roblema (V) síu-ge cii la inoclelizacióii <le <liferemites aplicau:itmues. (Jimamitlo A E 0 3
la e<:mía ion su mulitical <le (V) es tcleva.mil:e, por ejeniplo, cii ciiietica. <ímiímiiíca (vc¿use cg.
Aí-i s [1] y E) az [19]).Si A ~ 1> 1 a a:uaí: ¡¿u <le (V) p ucdes ev í 1711 It iva] ti ¿m<1 a. - De <5 te 3
modo sí A > O cmi 9, cl Pí-oblemna. (V) incluye la laí-ga clase <le i i]eciiacioiIcs vamiacitmnales
~‘ aral)ci Ii as qn ( sim rgcm m ei7 el est mí <tici tic i) í uchcís y cli femevites coí~textt)s ( ¡)ara clctalíes S( í 1 ,íe 3
mncvlelízau íoíí tetmm-ía sobre existet)(:ia> y imitiu:idatl y algmmmias pí-opietíades cital i tatívas \‘e~msC
e.g. Díivaut Liovis [26], Brézis [¡2], Benilan [9] y [Maz [16], [17]). El castí A < O cii (¿ lía 3sitící estí mu It tu lo m-e(:iet)tenieimte cmi el ctmntcxto cíe alguntís j)i-tml)leIi)a5 u:lc coml)nstiómi (ve-ase
(tau mii II milslmnf [323) y taitil)ieli en i:limatologia. (veanse Díaz [22], [243. [2:3]).
En u sta s ( u cío mí esi:mm dia> r~=imi05 1 a <:0171:1(111a.liii <1 ad a> ¡m m(:mx i mi acía <leí ¡m mo 1 cmii a ¡í ¿mi- mí>ci í i :o
scrni unu al (V) En mí mía. pm-uncí-a paitese fl]tmestla. u=sta propiedad ha>>ms muía iii pótesis
<le c<munpcirtamníeiittm a.sititótíu:ci 5i)l)litH=alseíl:mi-e las no 1 itcalidla.tlcs ext;e17<lietitldm mesímíl <itmltmis 3
conocícítis et7 la litei-a.tmmi-a. En níma segmintía Fiarte sc niiiestí-a <imie la. l)ttmpict!acl no se
ven fi <ja si 1 tís tdrmn i nos no lineales scíí í es 1:ri e:t amnen te sim y> crí iii cales.
J
3. Ras ti/tasios /)osiLivos y ti egaLivos pat-a uim p¡-oLJeuna semnilirí eaJ de orden dos. 27
3.1 Controlabilidad aproximada cuando la no linealidad es de
tipo sublineal.
(Jonsi í lerenicis. para aclarar las itícas, el caso en el tímie j es la función clefin itia por
(1.38) 1(s) >¡S< 5.
El u:aso r = 1 (:0 rres í~on<le al u:ase) Ii ííeal - El] este caso la (:01) trolab jI i tia(:l ap rtmxí ni a(:l a se
¡>iietle tibtener p<’~ ti iferente.s nietotlos: usain lo el lVoi-ema u le Hab n—Banau4m (Lions [40]),
metí i aií te al gmm nos iii etodtms ctmnstrti ct i vos (Li omms [42]) o por í tu ai-gi u]](=1]tti u le <Iiial id a.( 1
(Liomis [433).
Em u lo qtie u:oncícrtie al caso O < r K 1. es interesante tííencíoiiar el tra.l)ajtm Sei <II)] ai]
[54]. (:1 <mu <le sc píesetít a un íes iii tatIo al, s tra(:ttm :íiya ap Ii :al:,i 1 idad al P r<íbl cina. (V) ya fud
m])eci(:mt)ada cmi [Maz [18]. Simm eml)argo, tal aplicabilidad es muy sofisticatía., ¡~or leí <jíie
ntmscmt: itis segími memos ii mí unéttítio diferente.
El prí ue: i ¡)al tibj tut i yo <le (=staseccm cm es obtenci un res iii taclo general tj nc se pmíetía
apli u:ar al caso O < í- < 1 . Seguirenítis el método ele dualidad íntrtmd mici <lo en Lions [43] y
nias t:artle in ejciraeltí en Fab re— IT> ucí— Zííazua [28], [29] para el u:a.sci ¡3 0 (9 — w x (O, CE)
cciii w c U y 1. ven II can tle~
(1.:39) es ííí a. Tun u:i ón gítib alm en te L ip selí i tz y
(1.4<)) [1(s) < a + b[ -s¡ si s > NI, partí ciertas ctmnstai,tes posi 1: i vas a, b y Al.
mme-st reí res iii tas It> (=8cl sigijiente
Teorema 27 Sea f(s) tal que
(1.41) fE C(IR)
(1.42) { NI > O, Cii > O. y e2 > O tal que
existe < q + 02¡s¡. .4 ¡sj > NI
(1.4:3) existe la detivada f’(so) en alqun sí E 11½>.
Entonces el Í»roblema (V) tiene la piopiedad de la contí-olabilidad apí-oximada en el espacio
de es-lados A’ = L’(12), 1 < p < ce con el cts-patio de: controles- ¿1 = ¡<>0(9). El
Observación 28 El anter i <mr resu It: ¿ctlem red)] plaza la cciiiclic ión (LS 9) I)emr la cli feretí u:i al) iii—
<latí u] e 1 ci] solt> un p it u Lití (vease (:(:m vi <Ii u:ió 1] (1.43)). Es te restíl tatlo general iza y elesar rolla
¿ti]) í~i ídvi el ¡) mesen tade, en Y) faz [24] para A O. A <¡mu u:tmn si tícrarcin os taírí ti1 ci] el ca.sem
miiiti val iia(:lo A ~ O <lmiu=más au:lelante (vease el (Dtií-tmlario :36) verenios <píe 5(=piictlu=tratar
l)a.j cm tiu a h í1)ótes is sobre /9 nias general que la> concli cciói] de acot acm 01].
28 CapíL tilo 1. A/go ríos rcsií/Lados de cori tr-t>/ab¡liuIad pat-a l)icil)Jenm~s JNLI-aLO¡ J
Observación 29 La í:ondíu:<:ión (143) es cierta. si, ¡idir eIen7l)lo / es Lipse:tliiz (17
iii terva-l m (a, b) ~ IR. Bu rea>l u:latl scaí mii iii mes mil ta.<lu:i bien u:oi] oci tío (v(=ase.ptr ejem
-e
B rezi s [123, pagi tui 145), exist:e fjs) íara casi totící ¡)iinto s E (a, b) - u
Como ~:a.sopai-tiu:iiaLr se 1: iet7e: J
Corolario 30 ¡<a conclusión <leí Teo ¡-cina 27 es cierta en cada uno (le los Ñíq7tíentes e
7/U ~ j~í>~ jilobahaente ¡<ípsehítz, 4
íD .1- es localmente ¡<;pschítz y satisface (1.42<),
¿~~) j(s) = ÁLs¡r—i s y O < e < 1. u 4
A mutes <le u:(:mm])enzar u:ou la detnostra<:ión <leí Teorenia. 27 m7eu:esit¿i>m)]<is introclíicim- algmiííos
mesmí 1 ¡:au~los ¡:m revios. 4
Proposición 31 Si A’! es- ini subeon junto abierto de 9, 1 < ¡/ < oc, a E ¡<>0(9) ~sc 4
satisJaee
en 9{ —mpi->--zSsc±a(x,t)s== en>?, 4
mp(CE) E ¡<P’(9) y sc = ~ Al,
enton(:e4 mp O in 9- El 4
Demostración: Es am áI oga. a la. de la i~ rop<msi u:ión 1 2.
u
Proposición 32 (Fa.’ mí-e— Jm m icí—Zuazita [28], [29]) El ¡-es tillado del Y ~o¡-ema 27 es e 1
para cl caso lineal co ti poteum <~¡al (i. e. con A O y reeplazan do 1(y) por (¡(u:. t)~i. cotí 4u (u:, t) e ¡<>0(9))- A <lemas-, los controles se ¡77/edert elegir de tipo q~tasi ban=j—ban
El
Nl cistraremimos a. u:timitit7itau:ion la idea gencí-al de la clcínosl:va.:íoum cíe la Prc,¡~ítmsií:mcí
ama jiti tici> e t)tcii <let- ti) ej oí- la> ti ciiios Li m-au:ióu <:1el res ii ítatí o vi u~m liii cal - ¡40i~ ant m~m u-es til~m ti
el resnitado para ci <:asdi O = w >< (O, CE) p~tm la prtiel)a paí-a cl (:as(m uie tín ¿ml)icrtei gcm 4
O í l~ 9 se <>1>ti en e ni ctlí ante setí c:i lías motlifi (:a>u:ioues - O l)ticiicvi cl res ii ít acítí viii 17 ni ízam í cío
el futiu:icmnal 4
= 4 (f ¡y(:t, it) ¡dxdt) + ¡1 9’] ¡Ir~-’(tí) —1? fidmp0dx 4
Se dice (¡míe mr es <¡e ii¡eí ‘‘cíuasi ¡jiang—baimg’’ si existe mmii¿m u,c,nstamiic C y imima fuí7chSmm ~(>) tal ¡mmc
4
3. Res tulLaelos posi Livos ~ u egativos para tui J)robJehfla sen] ¡Un ea! de ordeíí dos. 29
501)1-e ¡<t’ (9), <Idi í i <le mp (u: ,it) es la solución u leí í rob leí)) a íd: rogracítí
— ámp+ a(u:,it)mp = O en 9
en>?
sct <im U.
Ahcmra, visamí <ití la Proposición 31. se pruel)a la coer(:itivi elael del fn vicional .1 ( - ) - [)e este
mntm<lu). .1 (- ) alcanza smi i)] mn m i)]u) sol)rc ¡<P’ (9) crí un úííi u:em piinto <$7 - A tiemás, si ~(u:, it) es
1 ¿ms ol iicióu <leí cor í-csp c)n cheu te pí-obí en) a i-et rógratlo, a. 1: ravu=s<le la smt 1) <Ii fei-en cial tlcJ se
1)iie<le vi) ost raí ti míe existe mi E .sw- (~ (u: ,t))Xc) tal <Inc la solu cioí~ <le{ y< — ¿S~j + a(u:, it)y = ¡<,<Lm (O)VXC en Q
y=O en>?
y(O) = O en 9
sa.tisfa.u:c ¡¡ y(CE) — y,, ¡¡LP(m>fl< 5.
Proposicion 33 (Fabre-Pucl-Zuazua [28J, [29J). Sea NI la aplicación ¡
NI 12(9) x ¡<>0(9) ½ ¡<t>jQ)
(yd, a) —> eg0 -
Entonces, si 1< es-un subeorujunto compacto de ¡<~ (9) y ¡3 es-un subeonjutito acotado de
¡<~“((2) el con-junto Al(K x ¡3) es- un subcon-,unto acotado de ¡<~‘(Í2) - El
Proposícton 34 Sea a a(t, u:) E ¡<>0(9). Entonces existe una constante O > O tal que





(144) ¡¡ W ¡¡1,00 (O,T;LP(Q)) < O (It W ¡ILP(m + ¡¡ lo ¡¡LP(Q)) -
Adentós, 5~ O ij a(-, -) O, entonces w E A’~(O, CE) y existe una constante (Y > O tal
que
(145) ¡¡ w I¡x~<o,’r}< (7 ¡¡ lo ¡ LiiQ),
do tu de
A’~(O, CE) = ¡<~(Li), CE; WiP(9)) A W~(O, 1;
fi
¡¡ - I¡ Xm’(O,T)=I¡ - ¡ILí«o,T;Wtí~(&É)) + ¡¡ - ¡¡ Ivmí>(o,T;L”(f¿>) - El
30 CIap/Li milo í >4Jgtirí os res u lLados (le cotí t ro/a.L¡/¡dad paia ¡ uí-oL/ení a.s pata I,cilíc:cs.
Demostración: 1’ ¿ti-a (1.44) vease el Tetí u-e mvi a 9. 1 <le Laclyzens ka.j a— 5cÁ ciiiti i kov— Li ral <:ev¿í
[:39]( ¡:íági it a 34 1) y 1 ‘azy [50] (páginas 226—228) - Para. (1.45) vease La.<lyzu:nskaj a—Sol umíí vii
Ural u:eva [:39](¡ mági itas :341—342) -
u
Observación 35 Si a ( - , - ) ~ O. etiton ces mis ¡iii cítí 1 ¿t Ero¡)<ís iu:ión :34 y cl Lema ti e (4 -o ti wal 1
(=5f¿iu:i 1 pmcii~ ¿ir <¡míe w E X~(O, r¡l )
¡¡ Cc~ ¡¡XP(0,fl< (II,, ¡¡ lo ¡¡
COy <~,, no + ¡ u> ¡ LflQ) exp( ¡ a [LÓ-o(Q))) -
Demostración del Teorema 27. Scan y,¿ E ¡<P(Q) y e > O fijos. [)ef~viuunos







(4cm no /. satisfau:e (1.41), (1.42) y (1.43) ei]ttmnces ~ E
m ¿ix { Al, ¡ 5o + ¡ } , enttmt,<:es u:omn cm y E C(IR),
nuax{¡efts)¡ .s E [—Al, Al] ~ < oc.
Acleniás, ricír (1.42),
¡< ct(IR) ri ((IR) pues, si
( ¡/(q)¡ ________:1 - - +s SiJ¡ ¡.5 — síí¡) si: (ci + C2 ¡si
)
SI
+ ¡i(so)l < c’i
~)tiu5tdi <¡ nc ¡ -s — su ¡ > 1 y Ci +Iii)] ______________ __
¡4—í~ ¡5 — so¡ —
Alitíra, pam cada z E ¡<~ (9) y par¿i caula b E /3(z) í>it~tlemtis 17 au:er f/ = ¡<< (z) + 14(z),
cltmím <le lo = ¡<b ( z) es i¿í (íinie:a) s<W míción <le
(1.46) { lo = O
¡<(O) = ¿iii
SIA¡< + =í(z)lo = —1(s) + £í(zP=o— A(u:, t)b cuí 9
(ni>?
cmi
y mís;ííícltm la Projimisición :32. ¡)ara (:ada ¿ > Li) se i)uecl~=mm encontrar ulos fímucitmimes sc( z, b) E
¡<y’ (9) y ¿‘ ( z, b) E .sqn(mp(z, b) tv~ tal <¡tic la sol í ición Y = 14(z) tic
Y, — AY + q(z)Y = ~‘Xe’ ~ti 9
Y = O (~t7 E
























3. Resti/Las/os posiLivos .~ negaLivos para ti rí problema seníiJ¡neal <le OIdf-li <los. :31
cdiii u> = ¡[ mp(z, b) ¡ L’ (O) y (z, b) satisfaga
(1.48) [¡Y(CE) — (~m — ¡<(CE)) [¡LP62)= 6.
Ahtira, tisantlo I¿í Ql servaci<n :35 y <¡líe
(149) >4, (0, CE) G C( [O,CE]; ¡<“(9)) (:ot) i nu:l imsión :cin ¡)acta.
(ve-ase el Leí) ma 4 (pági mía 77) y el rEcomen] a 3 (página 80) <le Si mnt>n [55]) Licuemos que
(150) {yd — ¡<(CE) z E ¡<P(Q), b E 19(z)} es relativamente coi)]pacto en ¡<“(9).
Además, ~l ¡< + Y es solmicion ele
1/1 — Ay + q(z)y = —[(sri) + g(z)so — Ab + ~tXO cmi 9
(151) j y = O ~‘] >4
y(O) = yo cmi 9
y satisface
(152) ¡1 y(T) — 7/4 ¡¡ tifO < 6,
con u = ¡ ¡ mp(z, b) fiL’ (<3) -o(z, b) - Como q( -) es un a fmi mición actitaela, peir (1.50) y las
[‘reíptmsicit)i]C5 :3:3 y :34 tmbtcnenmtms <¡míe
(1.5:3) 4 ¡1 mp(z, b) ¡¡12(e)) -v(z, b) , z E U (9), b E /3(z) está acotatio cii ¡<>0(9)
y pm:mr ta.nt(:i
(1.94) NI = sup ¡¡ sc(z, b) t¡Lm(O)< cci.
zGLP(Q>
bGni(z>
obviamente -u =~¡ mp(z, b) ¡¡ti (O) v(z, b) satisface
(155) ¡ u ¡ LflQ)= NI.
De este i))OdlO, si <letinímos el tml)eradl<mr
A ¡<“(9) —> V(U(Q))
¡)tir
A ( z) = { f/ satisf¿íce (1.91), (1.52) (:<mi i b E /3(z) y -u satisfacien <Li (155) }
hemos vi sto qtic p~u~ t cítlo z E ¡<“(9), A(z) # 0- 1> apa. Po<leí apI i (:ar el Teoren]a <le P 1117 ttm
E ij ci (:1 e 1< ah ii t¿ii7 i t ci)eim)os timíe <:0ni ¡)mt> 1:m at q iie sc <:íí miipl ei~ 1 as sigii i etites p r<:i
1imetí a(:l es
Existe tui sub ctmí]j tintc co ni pa.ctti U <le ¡<“((2) tal tin e, pama catía z E ¡<<(9), A(z) G
LI -
:3-2 ~iaj>ít:oJo J - A lgmí ti o>s ¡csut ¡Lacios e/e t:on Lro/aLilidad í>ar¿m /mro L¡e¡íí 415 /)¿mr¿tLohcus -
i) Ii¿ir¿i catl¿i z E ¡<i((2), A (z) es ¡mii siml)Cdmuij mm ítem u:tiiivextm, coirí [íacLiOy uítí vacie> :1<~
¡<y(9)
(iii) A es líeiiiicciiítintia simperioi-mimeimtc.
La ¡) mmíel:m a tIe esLi ¿18 ~:liOpi ed ¿u:l es es <:oi]i o siguie:
i) Pcm- la QI:mseí-vaciemn 3,9 sal)ei]705 <jime existe mmvi siiíí<:oiujiiiittm a<:otadtm U cíe 12’ ((2) tal
c¡tíe pai-a í:a.cla z E ¡<“(9), A (z) c U . Ahora, ¡mata vu>2r <¡míe p<mclenios elegi í (1 u:cmmíí pau:to
)¡Cml) arcmn tis <¡ ue el (~Oi fl ¡iii tci
3) = {y satisface (1.51) e:<mím z E ¡<“(9), bE /3(z) y u satisfac:ieiiulo (155)>
es un slill<-tmi]jiintci i-cl-,itivatnetite u:c>nii)a.cttm cíe ¡<y(9) Si y E Y. existe z E ¡<P(9), b E /3(z)
y 7L E ¡<>0(9) satisfacientlo (1.55) tal <¡ime fi = u~ + u2 + 1’. tiouitie Y est¿í dado por ( l’17)
y u - u vienen ¡)tmi J
1 2 - <lacios
- (so) en (2
(11]
= f/~ Cii U.
~? ¡Su2 + =¡(z) (¿
1í + u2) = !í( z)sí) — 4 (u:, t >b Ci) 9{ ~st¿’— — it lts iíl)d() Siil)coíi¡ u tuLio{ :P(O)=O u z E ““(9)1 ti vio ac:ot<i u 1< í
Como ti~ es tin cien)etí tt Íijo u le ¡<y’ (<2), 4 q( z ) u , -
<le ¡<7> ((2)- Bí tomí C~5, 1)0V la () 1 servaciovi 35, 1 a seí Ii tci 2Oíl U permnamiece cii
a(:emtado ti XP (O. CE) :it ¿tu cío var i aiii os z cii ¡<~ (9). Per<i, C<i 1)]o .\‘“ (O. ~/~)c ¡<P ((2) <:cí ti
iviclusiótí com)) pa<:ta. (segiltí (1.49)), <¿2 ¡nt inamiece cmi miii sí ml)u:dmulj ii ítem (:01)) ¡>a<:Liti ‘~í cíe
17(9) - Pci- cLima i)arte¾por la Observación :35. 17(v), jfl=tIti=tumtCCcii miii suil)<:cimij imito ¿n:citaclcí
de X~(O. CE), y 17(7;) G A2, comí ‘~-2 5 iil)CtiIlj nito ‘:om]) pactcí cíe ¡<P(9) - l~)u, este mnotio
3) G 7¿ + Al + A2, <lite es miii u:Otij ittitt> m-clativa.m]iemIt:e u:d>uí) ¡ia.(:tdi cíe ¡<v(Q). Esttí u:cmím Ii ¡ye J
la. I)ruel)a. <le (1) si t<mtna.nics 11 = 3) C ¡<“(9).
u) Ya hemos visto <¡nc para u:ada z E ¡<1(9), A(z) es mmmi smIl)u:ouij mmnto mítí vau:idi cíe ¡<¡‘(9).
A tíemás A ( z) es <)bviamente ctitívextm, ¡)ites ¡3(1</a, 6), /3(z) y 4<1 E ¡<>0(9) - sat i f¿mu:icmi títí
I55)~ sc)um u:oímjíiimtos (:otLvexos. Ptir tatíto, tenemntis <jite vu=m- <¡mmc A(z) t s mmii -~ímbu:timmj imito
u:tmin¡)a.Cto cíe ¡<7(9) - El) (i) liem)]tis ¡)rtml)adlo qíme A (z) C U ‘:timu U u:tmun pa.e>Liui Su >i q’’),, u itia J
si)<:u=sioimde eíeimieiítos <le A(z) tute ctmnvet-ge ciii ¡<7(9) a y E (1. Fcmiei))os flii( pi ubam- <¡mmc
f/ E I\(z). Sabeumios c1mie existemí b’’ E /3(z) y 71’’ E ¡<>0 ((2) satisfaciemído (1 í) Li mL <¡míe J
~ ~»‘— Ay” + q(z) ff’ = — .1(50) + q(z) 5 — A 1>’’ + ~‘‘‘Xe’ cmi 9
(156) j fi” = O cii >4
= yo ciii U
¡¡ ¿í”(CE) — y, LP(S2)< 6.
J
.3. Resultados positivos y riegati vos pai-a un proLleuna scrnhlin caJ de orden dos. :3:3
Ahora., mmsa.mmdti <lime /9 es tui grafo maxímal monótotio <le ¡KM y <lime los etmntroles u” son
mini f( >r iii e!] 1 ci ite acotados. <[ej Li ic¡milos <¡míe u” ½ u y b~ —> b en la ttm ;~ítíl emgía <leí) i 1 tI (=
II’ (9) .Aden~ ás- mí satisface (155) y, pimesto qn e cual q ti íer graftm 1]) ax ¡iii al mm ti ti ó¡;o t] ti es
fuerteneí] te—dlel)i Irnente cenado (vease la Proposi ~iói) :3-5 (página. 75) dc Ba.rhn [5]) 50l)re
csí:ma~:i os tie 13 a-ti a>(:l1 ciiytms tinales topológí ctms son uni f<irn] (=i)]ci] te cdii] vextis (íhir ej(=1)]1~ lo.
¡<y(9) e dii) 1 < p < oc) tenemos <pie b c /9(z) - De este m)]tm<ltm, si ~~iasamiitmsal lii]] i te en
(1.56) ol itet]ei])dis:{ y< — áy + g(z)y = f(so) + q(z).scm + Ab + uNo cmi 9
y=O cvi >4
y(O) = tm/mi cii S>2.
Atícínas. pci- el efecttm reguilarízaute cíe ía. ccula(:ion <leí (:alor, f/”(T) etmnvergé a. f/(CE) en
¡<P (9) (vi satí <1cm dc ini evtm la (i) bsei-vaci % :39 y el resiíItatio <le cOl)) ¡:í au:¡ <latí (1.49)) y se tiene
<jite [ y (CE) — y,¡ ¡ ~ <~-~ < e. Esttm prtieba q ile y E A(z) y concltíye la <¡cmii tisí: raeu ómí de ( i i ) -
(iii) [)eb cmvi tís ¡:m utmb ar <¡nc para toelo z
0 E ¡<“(9)
lun sup a(A(z,~), lo) =o}A(zo), lo), V lo E ¡<“‘(9)
~n
4Zo
En ( i i ) Ii emim tiS Vi sttm <jime A ( e) (=5iii) <:oi)j lii] to (:om l)a(:to, lo u:m mal ini¡) í i ca (¡ lié ¡)a.~a. cada
it- E PV existe ‘~ e A (e,,) tal <¡i)t=
a(A(z,,). lo-) = J lo(it, u:)y”(it, u:)du:dit.
Ahora, ptir (i ) (y”),, c U (:emj imnto (:ou)pacto) - Enttmnces, existe y E ¡<P(9) tal que
clesI)ues cíe extraer im mía su bsu :cs ión ) y” ½ y en ¡<“(9). Tenemtis cí nc probar <¡nc fj E
A (e
0) .5 abeun cs tj míe existen b~ E /3( z,,) y u” E ¡<>0(9) satisfaciendtm (155) tales (¡míe
fiV — ~ii” + q(z,,)f/” = f(so) + y(z,,) — Ab” + <í”xo (Ii 9
¡ y” = O e-mí>?(1.57) -
[f/’~(O) fuui ¡tP@o< 6.
En tcmíí ces cxi s te -u E ¡<>0(9) sat i sfacien cío (1.55) tal qí í e u~, ½u en la toptmlogía <Idi) i 1— * <le
¡<>0(9) - Bou- titro lado, mísantlo <¡tic /9 (=8iii grafo ae:otatlo, fmiu=m-t<=imwuit<=—dcliilmnemite<: i-raulo
y el e fecttm regmí ¡ ari zai] te de la cciiación <leí calor. detítíci nios <¡ míe y sat i sfact (1:91) y (1.52)
(:(~i t) e = Cii ¡:>ata ¿LI gil vi u E ¡<>0(9) satisfaciendo (1.55) y algtííí b E /3(z3), lo cual implica
<¡míe y E A ( e0) - En tdim] u:es, para catía lo E ¡<? (9)
a(A(z,,), lo) = ¡ ¡<-(1, u:)y’}t, u:)dlvdit —> J lo(t. u:)y(t, u:ftl%Jt =
CapíL tilo J - A Jgtíríos r-es milLados de con L¡-o/aLiJielad J)¿ira /)roLleii) ¿is paraLo)u:os.
< sup lo(it. u:)y/(t. u:)du:dit = u(A(zo), lo).
V~A(zo) Q
1cm címal l)imittl:)a> <¡míe A es liei]7 i<:cititiiitia stipei-ioI-inci)tc (:tii]climye la> ‘:1 ei]icistrau:ioum miu= (iii) -
Fi tía.liimci¡tc, su i-esti-iimgimnos A a 1== conv(U) (envolvente <:onvexa. cíe U). qíme es mítí
:titmj títíttm ctmi)i¡)a.(:to <le ¡<P(U) - sc satisfacen las hipotesis <leí lecí-enma <le~ ¡>miíitcí Fij<i cíe
Rakuítamn. LiIt:oim(:es. A tiene un ¡)tinto fijo y E E. Ademas, por (:tmmmstlii(:(:utmii , existe miii
¿:cí it mcl 71 E ¡<>0(9) sat i sfacicí <Ití (1.55) tal que
t y1 — Ay + 1(y) + A(u:, t)/)(y) e UNe) Cii (2y=O cuí>?q(Lil) = 7/mí (=ii U¡ CE L’-(ú) <6.
l~)e est-~ mm i(:l<:lo. y íes míel ve el ¡)m-ciblenia. de cont 1-01al)i li <latí a¡:m aix i mii a<:l a mí am il:e¿i(l ‘1 -
Ii(jclQiimtis iii(~jtii¿ii la (:i~Ii)tliu:iói] de actmta.ciótm stmbíc /3
Corolario 36 Sea /3:
1:0 ns/antes po.s-ítívas- Cm
II? ½V (/ii) muí grafo níaximal motroto tío drj ¡K2 1-tu que exrstcui ríos
aríd <>2 tales que
c~ + c-2¡r¡ V b E /3(t-).
el cot ijtí ti 1-o de pu titos
{u:; :1 E
<bu (le /3 es mn altiva/cada es. a lo samio, un con¡ut íto dc la fi>¡¡tía
- - - < u:>2 < X4 < u:0 < :É~ < ~ < - - -
sí ji es la ruedhla dr: ¡<ebesque crí IR, supon cmos que
>3 ~ (jU(:c3) < oc
iEZ<
y, /iri alítí e rute, /3 es di/eren cíable crí alqutí punto e0. Fritou ces, ci pi-o bíerrí í
en 9
crí E
{ 7/u Ay + /3(y) e ~No
y(u:, /) = O
y(:r, O) = f/o(u:) crí 9,
Len e la p7-(ipíed<íd de la corítrolabilidad aproximada cuí el espacío de es/arios
(1 -c p oc) con ci espacío de cotí/roles U = ¡<>0 ((2)- E
Demostración del Corolario 36. Si /3(-) es el grafo maximal mtmiiotcítmo tal
70r:o). /5(-) es ctmmista.m7te s<mlmí-e cada iiitervalo (:¡:~, u:í+i ) (¡ E ~) y
(1 E Z3) et m tcí ¡ces. /3 es u] í tiperatio r ni axímál mtmnótono au:tmta.<lcm y 1> = /3
ltmímcícimi real imocleu:meu:ieumte c¡tie s¿ítisfau:c las hí pótesis <leí Tctmi-euiia 27. La dciii
(:(:mt7(:l íiye a¡:ml icauícití <lidio tetmrema u:on 1 + fi = fi-
u
=
iie /3 (:í:o) —
= ií(/3(u:J)
— /3 es mmmcii



















3. Resultados posiLivos y negativos pa¡-a tui problema senmilineaI de orden tíos. :35
Observacion 37 Parece importan te potwr ele relieve ejne el Teorema. 27 está estal)lccitlo
~ cii al (~j mIje m conj í 117t 1 almierto (9 <:1e 9- El caso en el cual cl conj iiii l:o (9 se itWl uce a 111)
uit] i Cdi j) mímito 4 (ito, Lo) (l(=9, 0 míi7 segí))(=nt()(O, CE) x {Liii, para algtin u:~ C U, necesita
mírí t ¡-atamnien to tlist i uto. Notese qvie, l)Or ejemplo, <:tiaí <¡níer control ti (:on tal soporte
i] ti es ti ii elciiieiíttí <leí ti tial <leí espacio <le ci] ergía (en particmilar -u ~ ¡<>2(0, CE; JI— (9)))
y cl estatití asocíatio y(it, - : u) no se puede encoiítrar, en geimeral , en el eS1)~cio natural
¡<>2(0. CE; I-l¿ (U)). it] resultacítí muy especial tIc c<mntrolabiliclatl cuantío (9 = (0, CE) z {u:0 Y
(A
1 = 1. lineal, A O,...) ftmé el tmbjetivo tic Itís trabajos Liciis [44] anel (flowinski—Lions
[33].
3.2 Resultados negativos para un caso superlineal.
En (=5te uta.50, el íes ii ít atlo 501)1-e COil t rtl abiii ti ¿mtl apí-oxi matía es, en general, negativo - [mor
eje!]) ;)lo, si 1(s) = ¡
5r ~s <:01] r > 1, (9 = w x (O. CE) (:oi] w ni] stIb(:dmnj u tito abierto
reguilar dc 9 y A ( - , - ) O, cnttmn ces veweinos <¡mmc t<>tl as las soluciones t icí] en cotas stípei-itmm-
e mvi lcr i <mr u niftiriii es (in<lepen cli cii tes ele los e:ontroles) sobre Ti\w. Un primer ejciii ¡)lo se
tiebe a A - Bainberger (ve-ase Fi enry [:35]): Dacítis 9 = (0,1), r > 1, y o E U ¡<2(11 CE),
<:d,i) s i<lem-¿minos el { — yxx + ¡yK’y = O cvi (2
y,4t.O) = -<‘(it); yQ, 1) = O en >4
fI(O) = O cvi U.
Eií Licmnces, si = (e, 1) (0 -< e 1), se tiene qmme
¡ y (CE, u:) ¡ >2d:r < C~ (inelepentí icutemente (le -u) - El
Bu [) faz [18] 5(=<les aíroll ~ u n metotí cm di fe-revi te pan el caso de etíviLi itíl j g 1 cibal en la
fí-omítera.. A <¡mii a.tla.¡:itam)]<is su demostra.u:ioii al Prol)lelna (V) (:0!] A (-, -) 0.
Teorema 38 Supon gatuos q > 1. Sea -u E U = ¡<>2(w x (O, CE)) arbitrario y sea y(u:, 1- : u)
la eor;-espond¿ente solución del Problema (V) con 1(s) = ¡ ¡ ~— s y A ( - -) O - Entonces
¡y(u:. it:u)¡ =C(í-, u) (1j + 4) en casi todo (u:, 1) E (~\t x QL CE)
COtí
= , y d(i:) disit(u:, ¿9w). El
q— 1
Demostración: Basta demostrar qtíe
/1 ¡
y(u:, it u) =(V(r, u) tl(u:)~ it2 u (9,CE),
___ + el] casi totlo (u:,it) E (U\w) x
:36 (lapíL milo 1. A Jgmí ríos ¡-es míJ La(Ios (le c:o¡í t¡-olalnJulad pa-ra proLJeum ¿ms prmraLoln:os -
la tít ra. <lesigual cl ¿<tI se pni el)a ami alogamucí) te). II) e-fin iii os la. fui] u:m mn
Y(u:, 1-) = (7 (r. u) ( <i(u:ft
A l)OP¿i, para (:¿tdla> :iu~ E U\w, Lo E (O, CE) y lo — 4(xo) <:onsitlera.i7)os la fui rí :ícímmlo
IJ(t, e) = __________
(lot ,.2)-r ( (7(loit — (u: — :rumfl’j.
501) ~(> (:~ <:cí m mj mc iji tO
= {(tsc) E (2\(’ x (O,CE)) u: — u:mjm¡>2 < lot, O < 1- < 14. SI
(:tmn / = ¡:í: — u:~ ¡ (9’ <¡nc eligit-Oi))cs uu¿ts ¿itielamite. Siguietítlo, ¡)or ejemplo, el I:ral~majo
lKamium—Pelctiei-—Váztímiez [:37] mtisti-ai-emiios c¡ nc si (7 es smcfií:icnte¡iietíte graimu:l , (1 > it en
5 ~\<¡ mii sen ¿U ¿Lii) os <pie U = oc en ¡ a frontera ¡)aral)oIica cíe leí 1)ás - 5 (:1cm m <it ¿1117 <mM
¡ 2jior simm) p’ i(:idladi) ib lot — r- tencíntis <Inc
Uf — ¡SU + II”
— ~lo(79~f(2+í — íí~[2y(7<»(fl±í>(:r¿ — :rtui)i] 4- (7Q~/,—=’I
— —loC-7</r< -ii) — >3[4-yC’(-y + ¡ )t/>~(>Y±2)(>r -c )2] —
t=1
+ (7 “ib ~
— A-CC-—, —r ¡-~,.2<¡,—(t±2) .,>.j—t>N4-fl
De este u] di<:1<>. si elegi 11)05 (7 tal q mm e
{LC(hi > 4-y(-y + 1)72
(1.59) 3( =2n—y4’
2cm i:í tel) cmiitís <¡nc ¡< (U) > O. A hora, <Rin) cm - + <1 < (1>2 (u:m) = lot0, (1-59) se s¿ít i sface si
(7 = c(p, u) [d(u:o)Y + lo ~‘ d( :¡:o) im] -
Eíít:t,ncu=s,a¡)li<:andlO cl priiiu:i pio del m))axin7o a u y U en 5. obtemienios ¡míe
¿¿(tui, :co) =U (/-mju ,u:<i) = (7(lot11 Y
= c(p, u) d(u:o)~ + (kt,)~ 1
d( :í:o)~ + lo -~—i <l(u:o )Y
= c(p, ‘í) (lot0<






















4. Rest¡lLae/os posiLivos y n eg¿ttivos para vii problema sení¡lníeal de cirden supenor. :37
Corolario 39 Si q > ¡ , el Problema (1-’) cotí 1(s) = ¡5¡q
1 s-q A(-, -) O no tiene la
p-opícdad de la controlabilidad aproximada. El
Observación 40 Como ya sc in<licó en la Introdmícción <le esta memoria, e~íi [)ía.z [23]
se abortlo el caso dc f s típerí i neal en cl i ntiiiito bajo algtín as (:oiltli Ci dines atí i ci <Ji] ales
n~ osl: iai~ (:1ose <¡ míe si el cstadtm <:1 escacítí ~íá esta est rict aíneíí te cii uten i tío e mit re 1 ás fui icie>nes
muí ni nial y mu ¿cxi vi)al ele tmbs tr mm CCiót) cnteí vices se sigiíe (:11 mp Iietí do la. prtmp íetíad cíe u:dii) treí—
la]:> Ii u:latl a.l)rox i mu a.(~l a.. No es <~l i fíci 1 most mar (jj iie un a 1 igut a a.<lap tacíón tic su tI&tiiost iati oíl
í~eríi ííte (>1l:íte ner íítí íes mí ita.el(:i si uní ar cl] el tu ¿irco 1)) ás general (:1 cl ‘1 etiremna. 27 -( ab (~iia. para
el <:a.so smi ¡)e-rl ineal ) -
4 Resultados positivos y negativos para un prob-
lema semilineal de orden superior.
Sea U muí ¿tbh-,rto acotado y regular du=IR””, CE > O, w un siíbconjnntci abiertcí y i]ei
v¿ícitm <le 9, 1 tííma fui]ciói] meal (:ontinm)a, A(u:,t) E I~>0(Q) y /J(-) mmn grafei m))a.xi mal
tiidiiióttmi]o actitado <le IR» tal que ¡¡(/3) = IR. En esta secciomí est m itijaremos la prtipietlatl
<le (:tmn tío 1 ab iii tíatí api-ox i iii atía tl(=1 litO 1)1ema <le Diri chI et sein iii ncal si gm¡iente:{ y~ + (—¡S)”’y + 1(y) + A(u:, ~)fi(fi) ~ + 7’Nw en 9
(1.60) 0½=o , 0,I,, iii —1 (=17>4
Dvi
y(O) = yo en 9
eltí míde -j~ mp resenta el <:ti ntrtml exterí 01. Nw es la fmi!] cíoím u:aractcri sti(:a en w, u es el vetor
nomii)al exterior en ¿>9,/u E ¡<>2(9) e y
0 E ¡<>2(9). Debido al factor Xw los <:ontroles “actuian”
stí 1) re el u:cmnj u nt(m (9 = w x (O, CE) - 1>reí l)a.remos resu itas los p os it i vos <le Cdii] t rtíl¿il~ i 11<1 ad
(cmi la 5 ecciói m 4. 1), cii ¿mu tío la nc Iinealidatí es <le ti íiti sulmli iieal y restil ta<ldiS uegat i veis
cíe ctmnt rtml ab iii <latí (ci] la> 5 e<:ci ón 42). cuan cl ti la mítí lineal itt atí es <le ti PO sim p erlí i) cal - Es
íís i bl e la extensi ó u cíe los res tu Liatícis ptis it i vtms clatícis en la seu:<:ió vi 4. ¡ pa.r4 la. eu:uau:i din
ti i liii cal
y< + (—¡S)”’y + f((~¡S)ky) + A(u:, t)/3(y) = Ii + >oxb, en (2,
<louide lo es uí~ entero 1)(~>sitiVO tal que 2k < urS u] embargo, la extensión <le los resujítadus
uegat ivos :l a.u~ltís e mí la 5 cccliimm 4.2 p ¿crece iiiii (:1)ti ni ás comp Ii <:ad a en es t:a si tu au:i ón , ptir lo
tic t rat:aren]tis solamente el Probleil] a 1.60 -
SI
:38 0. pH u/o J - AIg vimos res nl La dos de con ti oJaluilid4í d par¿m ji robleti as psi ¡-abuln os SI
4.1 Controlabilidad aproximada cuando la no linealidad es de SI
tipo sublineal.
LVI 05 Lii - a.tcii í (jis el si guie!) Li e res mii t atío:
Teorema 41 A su murtos qn e .1- satí-s-jace las- siguientes cotí dícion es: existen dos constantes
positivas Cm f/ e2 tales que
(1131) !/(~)I < cí + cífs¡ para todo -s E IR SI
fi
(1.62) existe 0 (so) para alq ~ s<, E IR.. SI
Entonces, ci Problema (¡<1509 líen e br propiedad <le la controlabilidad aproximada en tic ¡npo SI
espacíO (le estad<is ¡<>2(9) y :orí el espacío de c:ont,oles ¡<>2 ((9). El
Observación 42 l&í existencia cíe semí ti~:i<í Fíes la. <mliten ti reinos tan) 1:, ién al dciii os t rm (>1 SIle-tmi-eii]a 1, tnetliante cl tíso del ‘T’eom-erna cíe Punto Fijcm (le l\a.l(m)t:atii - L¿c viii ici<la 1 se-
¡imiecle ¡~írcl:íat fácihncmmte si j es íío cle(:i-e(:ieuite o Lips(:liitz, ¡icio tío es miet:cs=irio ¡íam a SI
mí mestios arguim)memitos.
Preliminares. SI
Ai)te5 (le couiieiuz¿tr u:díml la clenicistr¿t<:ióu cíe! Tcoren)a. 41 vieccsit¿tiiitms inttTiclmiei r ¿tígmí míos
res ii It a(:105 ji lEV j <>5 - mi si<le r¿ti)] dm5 1 tis es~)acios SI
<mr < - - > al ji rcícl tict() cíe cl mí ah ti ¿ití ci] ti-e 1-! ~“‘ (U) y 1-1 “‘(9) Y’ ío r ( - , - ) al
p <o<¡u eLic es u:a.l ¿ir en ¡<
2(U) - La. ti <irma <le V est /t clefi i) i <la. ¡itir SI
<iOn tic ¡y¡¡~, = ~ ¡ D~y¡>2 dx dt, SI
(¡.6:3) JD’q¡>2 -—--— >3 (lY’<í)>2
~1½ SI
las i)imla. <le t:tíclas las cicrivatias cml u: :1< oí-ticn j). Por la. <lesigtíalda.tl <:le Pemi vi<:at-d se tiene
9 iiC - SI
A (:ti 1] ti mm ti acmo u resmí mi ni is algíííias iro pi edades bi cmi comíoci tías <le es tos es ¡~¿i~:i tís en los SI
cl cís si gmí cnt es lemii ¿cs ( vease L i(ii 15 [40] ci Licii s—M a-gen es [45], [46] ¡mara la. ti cmi)ostrae icí m <leí
Lema ‘L3, y LicviS [40] o Si vii ciii [55] i’ ama la> cleni ostración di-iI Leí íía. 4~l ) - SI
SI
4. Resultados posít¡ vos y u egat¡vos para ¡ti j>robleunaseuni/i¡i eal de ore/en supenor. :39
Lema 43 Dl espacio 4y E V y~ E V’> está incluido en C([O, CE]; ¡<>2(9))
es continua. Además, si y, z E 1” e fp, =~E 1/’ etítonces
‘1’ ‘1’
-~ <Iii + (—¡S)”’y, z > di — J —z1 + (—¡S)”’z, y > dt(1.65)
= (y(CE), z(CE)) — (y(O), z(O))
y
Ji’(1.66) < 1/1 + (—¿S)”’y,y>
±j~f y(T, u:)>2 dx j y(O, u:)>2 dx.
Le ma 44 Dl espacio -{y E 1/ : y> E 1”> está hiel-nido en ¡<2(9) y la inclusión es compacta.
El
Ami tes ele t m-ata.m- cl p r(il) 1 cii)a i] (i lineal abordareun os el si gui i en
(167)
ji1 + (—¡S)”’:v + <«it, u:)y = h






Asminmirnos 6 E ¡<>2(9), yo E ¡<2(9) y
(1.68)
La. siguiente
Ial t’~(Q) =Al.u E ¡<>0((2) ccii)
pt-tmí)tisi(:mciti recoge algíiíitms resiíltatitís l)á5iCO5 sobre el Probieuná (1.67) -
(7([O, CE]; ¡<2(9)) conProposición 45 Frs/e una <iníca funciótu, f>, E V fl
solución del Piobíema (¡<67). Adenuás, ~jsatisface la estímacron
(1. <39) ¡¡fI<¡v —1— I7id¡ ~ —cg (7 (¡¡¡¿hL2(q) + ¡Ifio¡¡L2 (O))
do tuie la constante (7 <lepetíde solo <le Al (supuesto que ?, CE f/ ni se mantinetí Jzjos<) y e
es-tu> acotada> (al varía¡- NI) sí NI está acotada. l’or ultimo, itt solución y tamb ¿u satisface
que
(l.7Li)) y E ¡<2(3, CE; I-I>2”’(9)) e y~ E ¡<2<}3 CE) < 9) paní todo 3 E (O, CE)j
Demostración: [)e1~ni i)]dms y”+ i , para catía. it E kV, (:omo la solución del ííroblcma{ 0+1 + ( ¡S)’u~~>,it+1 — It — <41, u:










40 (Ia~ít ti/e> ¡ - A/guiu 05 ¡-es mil r>¿mdos de cori trolabílul¿íti para. pr-ob/em ¿rs par-a 1>6/icos.
cítítíde y/it) O pat-a Liocítí it E [0, ‘1’]. L¿i exísteuiu:i-a cíe uíím¿u scíiuíu:ióíí y’’ C VflC([O, CE]; ¡<>2(0))
se puietie Ver, pom ejeim))¡ilc, cii el lecit-eti]¿t 4.1 (:lel (Jap<tiiltí :3 <le Liovis—Magenes [45]. De-
este muticítí, pat-a. tO(~lO u E IN\ jO, ¡ > y’’1~1 — y’’ es la solm)cióii cíe
(1.71)
~1— y”)¿JI»(f
1?~+i fJ~)(0) = O
en 9
=0 cii E
eií Us’ í»~ tanto (vu=ase.ptíí ejel ] ¡ib. el l>e<i relm)a> 6. 1 <leí Ca.pítuílci 4 <le Lioiis—Maocííes
[46])
fi — fi E yI .2fl<(9) = 111(0,2~; ¡<>2(0) (~ ¡<>2(0, CE; H>2”’(9))
y
— ji” ¡¡fIt>2?~~(Q)= cm ¡ <¿(it, u:)(y” — ji”< ) ¡t2(Q) -
/>1 i27?}(2) C C([¡), CE];
es i)ií¿t lid i)sit;ui ciii u muía (vea.su~, ¡)t)i> ejem)) pío, Itís l(=Oiui~i7)a.5 LI y 913 dcl Ca.íÁtuilcí 1 de
Lioi]s—Magcuíes [49]) 1 etmei]icis (¡míe
¡ ~ 1~i j¡L’([mm,’J];1J¿”<ú)) =e2 ¡ a(t, :r)(y” — •~>,ni ) ¡t’(Q) -
A clemimas, e2 es uiide¡iemidiemite tleT (esttm se puictie prtmbam fáu:iI miiei)te si mtiltipllcamos en
(1.7 ¡ ) i)tmi> (>‘p+i mí’’) lo :mmal ii))¡iIica. <lime
) ¡
F)e (tsI:c u 1<1(1<1, J (y” — ~fli )(-r) ¡¡9(1=)dr,
aía. t cítlo 1- E [O,CE].
¡ (<}?~±i— <i”)(i’) ¡jJ7r~(12)< (<>2NI)2
5’ pO~ t¿í17 Lití, Si
p¿cm-a. ttm<lo it e [O,CE] SI
IV = ej>
7 m/? ((7 (=5 la (tii 15 Li ante cíe [>oiucare tlctuií <La a.ii teri(irmen te),
ente)t)(:es 1\ (=5ii]t¡eI)ei7tliemml:e (IÚl NI y
¡¡ (tí”~ — fj”)(t) ¡¡1-I~qú)=(IVVI)2 J ¡1 (a” — fj’tm )(~) ¡¡JJrn(9) dr,
l>(it ta.tit(i, pama tciui<i 1- E [0,CE] se t:iu~iie (¡mmc
¡¡ (<>,“+i — f>/”)(t) ¡¡fl¿J2(~fl=(I<>2A;I>2)í<i
<
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4. Resultados positivos y negativos para un pzob/erría- semilineal de orden stiperbor. 41
(u — 1)!
(1< M>2CE)”1 fi y>2 —(u — 1)!
>2 — fi ¡j(~([<]fl;JJrn(fl))
i ¡¡e(rOT];Hrn(&-O)
1 ci <:ii¿i>i ni 1)1 ca. <jite
¡¡ y”+l — ~j>,” ¡¡C([ú,’r];Hg’(~>2)) ½0
Entonu:cs existe fi E Vn C([O, rjfl; J~>2(9)) tal que
fi’~ —Y f] (zilí V fi C([Li), 71] ¡<$9)) ctia.n<iti it ½oc.
Para. í r(:il:ia.r <¡~í~ f>, es sol mm u:ío ti tic (167) oi)serva>i]ios <¡míe
¡S?IL~j~~ ½¡S”’y cii Y” cuando u ½oc,
y
½fp en V’ cmi ami ti<m it ½oc -
Esttí i m ¡u iu:a ( pasantlo al lii) vi te) <í me fj es solmiCiOi] de (1.67) - Atiemás, la desigual(lad (169)
se jmmmetie obtcm]er, luor ejem pítí, untiltipí icando cmi (1.67) liOr y - A litira., gracias a (1.69) y
la Ii tí c¿il i <latí <leí Problen)a (1.67), se dccl uu:c la> uni cicl¿ttí cl e scíí u ícióti - Finaln) en te u:dmmii di
mí (6) e ‘>1?’ (9), si ttitnan)tis fi(6) cdmui]tm <lato i ííící al, eii)teuenlos (vease <le nuevo el Teorei))a.
6. ¡ <leí (7 ap <tui Ití 4 <le [46]) ti nc y e jqi ~ ((6. CE) x U)), lo (:tial es e<¡ iii val en te a la regu 1 ari tiatí
(le (1.70).
u
A (:01)ti viii acit;íi, al i gtí aJ q míe hemos hecho en 1 as se(:cidii] 05 1irev í a5 a esta, cons i tleramii tus
E > O , y~ E ¡<>2(9), <¿ E ¡<>0(9)
y u:din Sitleram]) os el fmi.n u:io vi¿ti 1 = .J(-; a, y4) ¡<>2(9) —> IR definitlo judit
(J~ ¡sc(t-u:)Idu:dit) + ¿Isc¡L2e-2)
<1017 dc sc (it, u:) es la sol tición <leí p r<ululcnia ret rógratítí{ —sc< + (—¡S)’”sc + ay, u:)sc = O— Osc(CE) = sc0 (i~ 9en>? x (ItT)en U
Al i gui al <ji) e en las seccicí ti es anteriores u ecesmt: arenítiS iii] a> ym u-op ietí ¿mtl <le do,ítizíuaciot
í:miando 71½oc.
(172)
- 7:3) = ¡
--u
(1.74)
— -/~ :<i~t sc0 d:r:
un ¿ca íñtr¿t las stíl u citmnes <leí Pro 1)1cma (1.74)
42 (7a¡ui’t tilo / - AIg!>líoS 1~esiiItaelos de :o u 1- r-cílatmilidad para. íurolulení ¿ts pítiatiolti:os -
Lema 46 Sea w 7(1! s7Lbcon-J7ítito ab icito tío vací(i de 9. Asitntí>itos que
sc e 17(0, ‘1’; [¡¿“(U)) fl (7([O. CE]; ¡<>2(9))
es som½ícuní(le íu> ecuación & (1.74) crí T”(9) y q tir sc O en (9 = w >< (O, CE). EWtourujs
sc O en (2- El
Demostración: (Ira<:ias a> la. Proptisición 4-9 (a¡ml cada cotí cl tienipei cii fcuí-ííma rctrogra<:Ia)
tl<=tluci iiitís <píe sc E ¡<>2(0, CE — 6; 1-1 2,u~ (9)) ¡ua.ra ttitlo 6 e (O. CE) - IB mí Lití 1] ces. el Leuuí ¿í 46 su
detlmu:c ele! rIY,<írcitia :3.2 cíe Sauit—Su:hetirer [9:33-
u
Los sigumie¡mI:es ~ somí , <le iiuevci. fáciles aclaptas:iouíes cíe los siuiílames (l¿m(1ti5 <Mi
Fabie— P nc1— Z mm azm~ a [283, [29] para pm-cub 1 e~íiias <le segm iii cío ortící] -
Proposición 47 Si asumimos la hipótesis (1. ‘/2,). cl funcional •I(-; a, lid) es
est in-tame tite yo nin xo crí ¡<>2(9) y -satisface
(1.75)




Adeni á.s, .1 ( - ; u, lía) alcanza smi ¡ni u inno en <iii vii wo p7(11/o ~ ~ ¡<>2(9) y
(1.76) —misc = O
Proposición 48 Sea Al la aplicaenoní
U






lEntoncc-s, sí ¡3 es-tin subconjiíu1-o acotado dq ¡<>0 ((2) y A es un s7íbco ¿¡tirito co nnpacío de
¡<2(9), el coííj71nto NI (E >< IV) <:s un subeoní-junto acotado de ¡<>2(9) -
El
Lerna 49 I>’a,-a cada sc~ E ¡<2(9), < ~ Osi sc es la sohíción de (1.74) se tiene que
¿>-J(sc0; a, yá) = 4 ~ E ¡<>2(9), B <u E sqn(sc)No satisjynq
Ii = (~4, sc(t,L)¡dZ) (~4,
+6 í 1(x) 00 (u:)du:
»’~.>i ¡ sc0 ¡>2
— yí( £)00 (u: )du: Ve0 e ¡<>2(94,





















4. Result¿ulos positivos y negativos par-a uní pr-oblenia- serríilin cal de orden superior. 43
Controlabilidad Aproximada para un problema lineal asociado.
Teorema 50 Si ¡yd¡>2 > 6 y ~ es la solución de (174) verificando ~~(CE)= 0 entonces
existe -u~ E ¡<>0(9) tal que la solución de
tít + (—¡S)”’y + a(u:,it)y = It + <‘~No en 9
¿91 ~í
- =0 (j=O---(n¿—- 1)) en>?(1.77) dv ’{ ii(O) = yo CII U
veríjica
y(T) = y~ —6
y pon 1-arito fi(CE) — yd ¡>2 c- El
Observación 51 Si y0 e O, y it e O, cl caso ¡ y4 ¡ =e se resuelve tri x’ial iíiei]te ctmn el
(:tmnt íd ~ a O -
Demostración del Teorema 50. [morlinealitiatí pocíenitis asumir yo O yh~eO, puesto
<¡mie e mí ot mdi <:asci ¡uo dan) os t(í muí ar la. stmí ticiómí y (CE O) <leí juro bícmiia. ctmn <:eun ti cl nulo y
<:lespmícs Li<mar el tinevo estado <leseado nif~ = y,¿ — fi(CE : O) E ¡<>2(9) íuara cl ¡uremblenia
comí vii e O y It e O. Ahora, tisai]d(i la smibdiferetíciabi lidací <le-.J (. ; a, ya) cii ~ (# O luor
-76)), saí)eii]os (vease la Observacióíí 17) <í mie
O e
¡ti cmi al es et¡mii valetite, por el Len] a 49, a la existel] cia (le y E -sgn(~)xc’, tal (iii(=.
(1.78) — ¡ ~ «ji> <u:, it)0(u:, t)du:dit) = ¡2 34 tg0(u:)00(u:)dÉ
— 34 yí(u:)00(u:)du:.
Alíora. dcliii iuuíos el co mitrtí 1 u,, C<iuiiO 71, 1 Y 1 Li <O)V Ob5e1 Ve5C qilC
(1.79) u,, E ¡<>0(9), y ¡ u,, ¡¡LOO(Q>= ¡ Y ¡LI(O) si lo = O.
Lnttmmíu:cs, sí niuilti¡ulicarnos por O en (1.77) obtcnemííos (pci (114) míe
(1.80) (y(CE), 00)L2(gn)XL2(&-í) = ¡y¡Lm (O) (34 <u:. t)O(u:, it)du:dit) -
Fi í] al muí cmi t:e. <le (1.78) y (1.80), se tletlti(:e <¡nc
(fí(CE), 00)ní(vi>XL2(vi) = (fía E 0t>)L2(~í)~L2(s-í) V E ¡<>2(U)¡<¡>2
0
y pen tamittm y(CE) = yd — ~ ¡<¡>2 -
u
SI
44 (Japít vIo 1. A Jguríos res tilLados de cori trolab¡lidael para ¡írouílernas /)ara/io/1( o-~ SI
para el problema no lineal. SI
Fama el ~:astmi]ti Ii nu=aJtmsa.i-eiiios (al igumal tjmie cii Itís (:asos <le or(:len <icis tít~ las 5(=,:ciommes SI
¿tui I:cr mo mes) el ‘1Ytorevi ía ti e P uíííto Fijo ti e 1< ak mí t¿uí
Demostración del Teorema 41. La ¿tpariciótí ele muí teruiií no mmiii Ii: ívou:tí en lii e<:uiae ióm m SI
se ¡ íiie le tm-atai-, cii la tlemosti-acíoui cíe este tetmi-cuíi¿í, cíe ni;tt7et~m> analciga a. lo hci:lmu e-mí
las tlenu eístraci ómí <le los Teore ni as 1 >7 x’ ptmr tan Licí, cíe viiostrareii~ tís cl ‘:asti ci] el (jui! - SI.4 (u: ,it) e O (es decir, tío apa>t-e:e mí ingí Li] tei-niimíít ti]imltiv<i(:o cii la. ecuacioum ) -
Fij ¿tmos yií E ¡<>2(9), 6 > O y <h fluí í tíos
_______ SI
‘í( s) 1(s) — f(so
)
-s — So
Etí t:ci Li u:cs, jio i las lii 1 iót es i8 Iie(:ha.s sob r ( ¡ ten eunos <¡míe f/ E ¡<>0(111) r~ C ( n~ - SI
A Itt> ra, ¡)tir el Tecimem a 50, par¿t (:atla. z E ¡<>2 ((2)
¡<1 ((2) <‘k< E sqr(sc (z) )xo tal <jite la stíí mmcmii y 6 > U se Ii ne< le e-ti <:tmii I:-ai- sc(s) E SI
y ~ ~f cíe
(1.81) (—¡S)”Ví + í(z)íí = it j(so) + =103)50+ tiNo ci SI-- = >; = 1 n— 1 /113jiJ O, -,
1. fi(O) = fui cmi 9. SI
<bucle ti = it 1ír — fld!L2 (vi) =5. SI
(1.82)
Atlem tías el cOtlj It rito SI
(118:3) {~¡ <p(z) II L’(O) í(z). z e ¡<>2((2) } está acotatio cmi ¡<>0(9)
iii es tcm <¡ume, sí gui ici] <lo la. cíe iii ostr¿t(: i ón ci cl le<ireiíi ¿t 50 , seo. ~rva qtíe sc(z) es ía stíimiu iu’imm SI
de (1. í4) u omm xaltmr fitial VI 1- (>í(’i tít) ~(x’ease la Prtmiosición 48) y 1íoteiiu ial q( ).
iii = fía II , (:cn ‘ — -d i ~>>-> -- -~ > > ulcuiuie SI(1 0) rí~(CE O) la soluciótí tIc (1.81) cii tiemnp<m 1 :ciui (1 ( cutí ol ti =
[)e este- mii i i u a pUc¿tm í tío el Le-mi ía 52 sc (ib Li icíie <¡ííe iÉ pci-teme-ce ¿í utí :íu¡ m mnt(i cmii ¡‘<u Lic
para t,idmi — c ¡<>2(9) y ymor ta.mmtci (visa.ndcí las [ii>tiposiCiommes48 y 45), cbtemm iiios (1.83) SI
l>¿tt i»»l< 1 sutgtiii- (:oi] la clcmtisti-au:ion iuitrodtíci muíos el sígmuiente resmilt<mdcm
¡<‘1 <onjunto SI
{y~ z e ¡<>2(9)Y~
do t ide ~ízso ti las fmi cío ties dc¡ítridas e ti la de mos Ira eion (leí 1/Yore imía 41, es reía!ira iii, ¡mí, SI
conipaeto eu ¡<2(9) - U SI
SI
4. llesmí/Lados positivos y ríegafl vos para un ~irob/ernasemi/iííeal de orden s uperior-. 45
Denjiostración del Lema 52. lBscribitííos las soluciones yZ(. O) <le{ y1 + (—¡S)”’y + y(z)y = It — f(so) + y(z)so en 9
y -
etí>?
y(o) = yo en U
í:otuic 1 ( - 0) + le u es la> sol uciótí dc
i
tt! + ( — ¡S)”’-u = It — f(so) cmi 9
¿Pu
O , :1 = 0, 1, - - - mt — 1 en >4
u(O) = yo en U
Y es la. SOlui( 0 1
?% + (—¡S
___ ¿¡=0,1,--- mu— 1 cvi>?
)“‘v + y(z)(u + y) = q(z)s0 cii 9
( )=O en U.
l~ntomi<:es, aplicando la Proposición 4-9y los resultadtms de Lions—Magenes [46] (pági tía 78),
oi)tei]enítís tj míe existe 1< > O iii tíepetí <1 íente tic z tal que
¡I-~’ ¡¡H’-~”’(Q)= J=’(i+¡¡ yo ¡~m + ¡¡It ¡¡L2(Q)).
Fi vial miiente, comeí ¡Ji,2ti. (9) está it] (:ltiido cmi C( [O,CE]; ¡<>2(9)) ctmn ¡ ud tísiótí comía.cta, se
(tiíiicl mm ye el i-u-:sutltaclti.
u
Fin de la demostración del Teorema 41. Pcír tatituí, sal)eui)<i5 <¡míe.
(1.84) = sup fi sc(z) 11v (Q< oc.
Bnttmti ces, apI i canclo (179), ol)tcneiii(is la cxisteiici a cíe tina> CO!] stante p(isi ti va ‘~2 intie—
1»=iidieiit<=.tic z tal qtíe
(1.85) ¡¡u ¡L2(Q)= 1<2
pa.ra ttmtltm cotít rol -u = >tiq(z). De es te moeltí, si <1 cfi mii mtms el eipera.dor
A ¡<>2(9) —* 71(12(9))
A(s) = {y satisfau:ientití (1.81), (L82) para algún u satisfaciendo (1185) Y,
liemos viste> <jite para catia z E ¡<>2(9), A(s) # «¡. Para íiotler aíilicar el ‘Teorema del Piímíto
Fíj cm ti e 1< ak uit¿tui teui cm os tille (:onip robar ti míe se vu.riB caui las si guicii tes p ropietíatíes:
46 (VapíL mi/o 1 - Algti nos ZaS tu Liados de cori tr-olabiIidad ¡ía r¿m problema ¿ts ¡m¿mrabol¡cos.
(i) Existe ini stíbctimijuíiíto conipa<:t<i Li <le ¡<>2(9) tal que, ¡)ara u:a.tla z E ¡<>2(9), A(z) c
U -
Fi ama :acl ¿t z E ¡<>2 ((2), A ( z) es miii sub u:omlj unttm
¡<>2(9)-
(iii) A es li<jíjmi i !:cintiii ii a su u en te -
La prueba <le est¿ts iiio¡íietlatle~s es la sígmiíciite:
i) Ptmr la Proposicióim 45 sai)enios <¡míe existe uní
V’} 1:a.l <lime Tiara> u:a.tia z E ¡<>2(9), su, tietiu: A(z)
ti <:ci mii p ¡mu:Li i, ¡iro i:mate timos <¡mí ~=cl <:0 m mj mmto
smi b :otij miii t<:í a(:ota(:i o U ule 4 y E 1’ -~i’, E
c ti. Ahemia, liai-a ver <lime- ptmtleiiitms elegii-
Y = Úi satisfaciendti (1.81) para ¿tlgu’íti z e ¡<2(9) y verilica.mi(:iui (1.85)
es mm mm subu:tmnjuímml:o t-el¿mLiivaiiieiíte (:tmmiipa(:l:o cíe ¡<>2 ((2)- ¡icítí esl:tm es f¿icii <le pí-obat uís¿mmíclcí
(1.8(i) {y E 1/ fu E ½} G ¡<2(9) es mii a iii clnsioii <Ouii pacta.
(ve¿tse el Lenia 44).
Ya li cmii cís ] m mo 1:> ¿íd ti c¡íic ¡:í ¿u a> u:acl a z e 2 ((2) A (z ) es miii 5 ii 1) u: onj ii ii Lio mi ti yac Í(>i ti e
¡<>2 ((2) . A(~ieiíias, A (z) es obvia.memite cotivexo, pues ¡3 (ya. ¿) y {u E ¡<>2 ((2) sati sfaciei i cítí
(1.85) Y somí <:onj mm ml:tís u:címí vextis. Por tantti, teneintis t~ín:~ pttbar c¡ue A (z) es un suibctinj mimittí
commiii acúcí <le 1<2 ((2)- Lii ( i ) fi cuí <jis i:~ robací o <Inc A (z ) G ti u:cm mí U cciii pau:tcí - Sea. (y”),, mmmi a
stices ión cíe el ciii <:~ mí teis cíe A (z) c¡ mi e cciiive rge en ¡<>2(9) ¡t fi E U - F~ ro ií¿trem í í 05 <¡ile- fi E A ( z) -
5 abcmii cís <¡míe existe u” E ¡<>2(9), sat ¡ s fau:i cmi cío (1.85), tal q nc
Q + ( ¡S)”’y” + ~4z)y” = It — I(so) + =í(z)su
______ () -i~ = Li), l,~ ,nt— 1
dv>’
tí”(O) yo
¡m;/ (7) — nak =6.
+ UNO cii 9
e-mm>?
tití
Alitima, mmam tío y me los <:<intioiestí~ estáím iitiifcí-uiiu=uiíevite¿iccítados, mietlii(:? mutis <¡u e it’’ 7/
cii í a Lopci igía. cl é.b 1 <le ¡<>2(9) y u sa.t i sfau:e (1.8-9) - EnLic’ mi :es , si pasam vios ¡ti Uní í te ci] (1.87)
obtcmmeuuicms que y veritic¿i
y1 + (—¡S)”’y + =i(z)y= lo — i(so) + tí(z)so + <‘No
iPy
___ - j=0.i.--- .m—1

























4. Res o hados positivos .v negativos para viii problema se¡míilinea/ de orden s i¡perbor. 47
A<letiia.s, -o” = y — y” es stml ución ele{ -4’ -4— (— á)”’v” + =í(z)v”= (u — u” )NO ci] 9
= O , = 0. 1, - - -, tu — 1 en >4
= O en 9
y satisface -u” E ~ i 2”’ (~2) (x’ease [46]). Dc este modo, ti’> es soluiciómí en el sentido “fuerte”
y, si ni mil ti ¡u icamiitis íior í~” e integramos, obtenemos guie
u” (CE) ¡ ¡ f2 (~~)= lo ¡ (u — u” )NOv~du:dit ½ 0 cuantío it ½ oc.
Por Li ami ttm fi” (II’) cdiii veige a :‘i ([Ii) en la t<iptmlogía dc ¡<>2(9) ¡ y(CE) — y,, 2 =6. Esttm ¡)ruicl)¿t
ti e fi E A ( z) y :o mmciiiye la ¡í rucl:ma tic la hipótesis ( i i) -
(iii) rI~<] ciii tís <¡ue ¡mrobai <pue ~íani ciada z0 E ¡<>2 ((2) se cii iii~lC <¡11 ( -
lii smíp a(A(z,,), lo) =a(A(zo), lo), V lo E ¡<>2(9).
9(Q)
~,, —4 20
En (i j ) liei]ios vistcí que A (z) es miii suibconj unto coiuípactti <le ¡<>2(9), ci tp oc - i iii pl (:a> 9 tic,
p~~xa casia it E DV. ex ist(=ji” e A (z,,) tal díuc
a(A(z,~), lo) = ¡ ¡<-(u:, t)y”(u:. t)du:dt.
A hora, por (i) (y”),, c U (stíbcouij tinto compacto) - Eu]tonces existe y E ¡<>2(9) tal <jume
(ties p tíes cíe extraer mía- subs ti u:esion ) i~’ ½ 1j>, cii ¡<>2(9). P r~ ibascii)05 tjmíe y e A (zo) -
Sabemos t¡tic existe u” E ¡<>2(9) satisfaciendo (1.85) tal que
I I!;’ + (—A)”’;q” + g(z,,)y” = lo — 1<-so) + q(z,,)so + u”,yo <=!i9¿gil
”
(1 ss) O, j=O,I,---,m—1 e-vi>?
,í’(O) = yo (=17
¡y”(CE) — fía¡~ =6.
E’ x te 71 E ¡<>2(9) satisfaciencítí (1.85) tal guíe u” —Y it cii la toptiltigfrt débil <le
¡<>2 (~. Por tít idi 1 ad ci, ii san<lo cl efe(:to regidarí zai]te <le la> cciia.ciómí paral:iol ca liii caí (dt=
mii ¿ti] era atí a] diga a. 1cm hecí]o cii la prticba <le (i 1)) y (¡u íe ti E ¡<>0 ( IR) n C (IR), <lucíli :i mos qtme
y satisface (181) y (1.82), con z = z0, para algún u ¿ ¡<>2(9) satisfach-~rído (185), leí cual
un pl ica <¡ mmc mi E A (zo) - Eímttmnces. para catía lo E ¡<>2(9),
a(A(z,,), lo) = f ¡<(u:, it)=í”¡¿u:.it)du:dit —* ¡ ¡<(u:, t)y(x, t)du:dt
48 Chipitulo 1 - A/go ríos ¡es nl tados <¡e cori trolahilidad para prolileni ¿i.s para Iiohcos -
SIlo(u:. t)71(u:, it)<&íit = a(A(zím). lo),
176 A(zo) 1i2
lo cual pí-míeba. qmme A es Iíemiiictmntitíua snliei-ieii-mentc y (:oncimiyc la. ¡}imit.ixt (:it~ (iii).
Fi miali]iciitc. sí i-csti-ii]ginltis A a 1< = con-u(U) (etivoltuira (:oi]vt-x a <le li), <¡ile es miii
smil)(:ouij uii]to cciii ¡ia>(:tdi <le ¡<>2(9), se satisfacen las hipótesis <leí ‘Teoreuiia del ¡‘mijito Fijo
de IxaLlital] i - Emil:cimi<:es, A tiene uín 1)tititdi fijo y E 1=.Adeíuiás. pcím u:dilistimi(:(:icimi - exís1:u~
ti ti (:tiii t mo 1 u E ¡<>2 ((2) sa.t i sfa.ci en tío (1.85) tal qu
fu <~A)1~>’y+f(y) <tti U{ ¿W v~:: 1 No(1.89)
(ii~ Li a> mit &:i, f>, mes iiel ve ~1 ím it) li leti a. cie ctíuí ti-olalíiii cl a:i a prox ini au:l a p 1 ¿mi e ací ti -
u
4.2 Resultados negativos para un caso superlineal.
Di esta se’:cid,Im probat-cíuíos miii t-esiílta.tl< ele tío ctínti-olabilíclacl apí-oxí natia. umia. el (:asci
lo = O y & c U.
Teorema 53 51 p > 1, yñ E ¡<2(9) y w es mírt subcouí-j>unto abierto dc 9 tal que W G 9, el
problema
y, + (— LS )flty + ¡Ji ¡~‘~y »»~ tiNw ~ 9
en{ti (1)) =m,0
co ti controles it E ¡<>2 ((2) (o ¡¡tós generalmente con u E ¡<‘‘((2) donde ¡ = p + ¡ > 2 ~ por-
tanto r-’ E (1. 2)) y en (111,71 íei cot diciort de co nto rí¡o -‘-obre ch?, vio ¿W 1W/IdI, e ir q eit e ¡al. 10
propiedad de controlabilidad <Sp ¡oxintada en un tiempo CE p-eJrv,mado - El
[i~1ra pm-tibam- <,sl:c tecit-euuia uti 1 izateiticis a.lguiíicis <es tiltaticis <¡ume, ¿mmm um<¡ mm<~ Stiui <:oumocicios,
írsasntis a expciimem- ¡mara. mitílizar sti ííotacmoíí -
Desigualdad de Yonng. Si a, ¡3 > 0. a > O y q > 1, entomi<:c.s
AB <¿A’
1 + K(aq)B<’ 1 = ~
A>~Uí:, q)
Not ació u - [)ad a- mm mm a. cditi stante 1? > O podemos tlefi iiir cii IR1”’ las [mmmic-i<mimes





















4. Resultados positivos y negativos para un problema sernilinea) de orden super-ror. 4-9
Y’ 1 a5 litmttiiicias ~7ju le las fi u] ciones ~, donde .s > 1 es un í] i mero real - Podemos tambiémí
(:lefinir
(191) dR(u:) = U — ¡u:¡ si ¡u:¡ < II>, 4(x) = O si ¡u:j > 1?
y ei]teiIices se tiene la. signiei]te relacióíí, p~~a> totio u: E ll?A’ -
(¡.92) 4(x) =&du:) < 2dR(u:).
El si gmm i cii te res mml t aticí fi té- p robaeltí ei~ Bern i s [11].
Proposición 54 Sea s =2w y U. > O. Entonces, para cada ¿ > O existe una constante
(7, que depende dolo de N. nr., -s y ¿ (-ti por tanto zndcpendtente de fi), tal que se ue-ijica
íasíquiente desiqualdad par-a todo y E
((—LS)”’y, %)n< “‘(EN)xflgí(BN) =(1 —e) f~N ~<¡D”’y¡>2Lr:— O fIN $47”’ <dx. El
Observación 55 Cciíiitm s > 2w, se tiene tjuc $4 E l4/2~~~>0(ff?N). Emitcnces $4 E C~”(IR~)
(vease e.g. cl Corolario IX. 13 (le [13]) y $4-jt E W~~(IRN) (vease eg. la. Nota 4 deI Capítulo
IX uíc [1:3]).
Corolario 56 Sca s > ‘2w y U > O tal que B~ c U. Entonces, para cada ¿ > 0, existe
<tuma constatíte O, que depende solo de A’, ni, s y e (y por tanto independiente dc U,), tal
que se ver-¿fica la siguiente desigualdad para todo y G 1-1 “‘(9):
((—A)”’y. $4jy)u—m~~xn¿n~~ =(1 — e) 34 $4 ¡ D”’y¡>2dx — &‘f ~7>2~’y>2dz.El
Demostración: Tciniamos ~ G fJímm (IR”) tal t¡ue y = ti en U (la existencia tic y se
¡ imiede veí, ¡mor ejcmnplo, cii el Tecrenia IX <le 13 mezis [1:3])- Entoí] ces, íiotlei)]<is aplicar la
Proposícídmí] o4 ctmn j/. L)e a(¡ tu, teniemieltí en cnenta <¡nc BF< G 9, Ol)teflCtiíos <=1 resul tatití.
u
Teorema 57 Sea ji > 1, r = p + 1, yo E ¡<>2(9) JI u E Ir’(Q) - Entonces, cualquier
soi7tcíatr y E ¡<‘ft2) fl ¡<>2(0, CE; II”’(9)) de
f tí< + (—zX7’y + y¡Píy — u en ‘D’(9)(L93) y(O) = yo en 9,
con cualquier co tidición sobre la frontera 69, satisfaí-e la estimación local
0<td fBh y(u:, t)>2du: + JB x(uir)(ID JI + iyIr)dxdt
=1<(í +
1~R~ x(o,>T) ~¡‘du:dt + <~
si Bj<, c 9 y O < ¡it __ U
4 - Ademas, la constante 1< depende solo de A<, tu, p, U., U1 y CE.
El
SI
50 (Japr’t tilo 1. Algmiuíos resultados de con tr-olabiliclad pat-a pí-obh=¡¡maspara¡itilu ‘>s SI
Observación 58 El u:onj u miitcí tic sedu cm cmii es del ¡íroblen]a c¡ ume ap ¿íreo:e cii eVil ~ 57 SI
iití es el ecuijumiito yacio pites, wum ejemuipití, (:eiti (:tiiidi(:itmmies <le Diriclílct cii la frouitera. SI
s¿ii)(=incis<¡míe exist:e mí mt úíií<:a scíln:íóii (ve¿tse cg. Li<ins [41]).
Demostración del ‘Teorema 57. ‘í’ciuíía.mos Xr = ¡<r((¿) fl ¡<>2(0,7; ¡-177(9). Entonces SI
la ignaltíací cii la ecuación <le (1.93) es en ~- = ¡<‘<(9) + ¡<>2(0, §1’; U —‘“(9)). Aliní a,
7 ,;; ‘2~y ::¿j111i11,:uiií It~ (:ar cii - p<~ ~ ~ ~ ~ te ed p “i~ luí etc ~e duma ¡ <1 SI
xX,
2 ¡ $4~i03, CE)>2du: + ((—á)”’Jí, $4y)L2(o’r;n—mpi))xL=(oT;n¿c,(~)+ (¡J~~iq $4!i)L-’(Q)XL’ (LI) SI
= { ‘B>’.$4yuí(t)>2dx + (ir, $4y)L~’QXL~Q- SI
A litira, peir el Coí-oI¿tt-io -96, teímeíííos <jume ~(¡“:tí¡>2 + ¡fi¡r)hí:elt SI
([.94) 2 it $4y(u:, T)>2du: + ¡ x(0.’T) SI~ y>2d:r:dit + ~~I>$4ií fid;r ti!<(7 -~Q ~ (u: )>2du: + ‘inri X (miT) BR X (uf>’) --
Por (191) .~ (1i2) sabeiiios <¡‘me p<itlemiios reeii]lilazar cii (1.94) &rQ:) ¡meir fi — ¡u:¡ (nícidilí— SI:atmtlcm las u:citistaumtes). Además, si cscribimmitms -s—2r,¿ = 2s/r+ (s(r—2)/r-) —2w y apiíu:cmuii~is
la cíes igií al<latí <le II él<lcr o la. cíe Yoti ng (1.90) u:on exjí ciii u>’ mí Lies q ¡-/2 y q’ = r/ r- — 2,
<ilitemiemos SI
(1? — ¡ e ¡ )s—2~t~ y>2d:r:dt
=6j x (miT) (U. —> ‘Bu x(0,T) 1< rit<> ‘BRX (U. — ¡u:) ‘~‘dxdt SI¡)S ¡Ji lr(l:i:dt + (¿, (tíA)
jo mi
___ SI211 ¿ r -
>~1= > -
— 2
A lmciu-a, si temníaiiíc,s .s > y — ¡ , la mtltiiiia iíítegí-al es finita e igual a (VJ?tIV —~ Pemí> cl ma SI
parte. ii<iclemiicis api i<:a.r cíe iinevo (1.90) y dil)tci]cmiidis
IBpx(mmJ) — )5wrídu:dt ~¿ ‘B x(0r)~ — :rL18¡fi ¼íxdit SI
+I’:(c, r-) IB ,~ (mT) (1? — ¡ u: ¡ )~ ¡71 ¡ ‘d:r:dt. SI
De este íuícícicí, cauuíbiaiíclci las t:cíiistaiites. <ledlui(:i untís <j1I(= SI
~‘B~< (fi — ¡u:¡)sy(u:, T)>2du: + ‘BR x(«í’) (fi — xÑ”(Ií)”’fi 2 + jyi¡’)du:dt SI
SI
4. I&ts tiIta<Ios /)Os¡ tivos y u egativcís paí-a. ti rí pr-o1-ileii>a seníilirm cal de ordeíí s ti/)erIor. 51
— ¡u:¡)~yo(u:)>2du: + fis+N—Y + ‘B 1<x(o,’r) (1? — ¡u:¡)s¡u¡~’du:dt.) -
Fi vial mente, reeinplazantití U. ¡icir fi1 y tenietí ¿ti en (:Imenta <¡ume R~ — ¡ u: ¡ S fi-y — U. y
lE>1 — ¡ u: ¡ < fi~ si ¡ u: ¡ < U, eledíici mos el restultatlo (:oii
1< = níax {
Demostración del Teorema 53.
u
La concímísion <leí rI~ i 53 es una (:0!) secitetí cia
del E ru)] ¿i57 I)titts, si U.~ satisface Bnm c 9\w, entoiiu:es
fiQa; CE) ¡L2(&2)= IX(l + ¡1 yo ¡¡L2(tfl)








Factorización de un problema
elíptico.
1 Motivación.
U u a Forin a mis iial <le teseilver nmí mérí :amcnte un p rtil) leíií a (:ie Li íío el í¡í ti cdi, (:iesl:m mm es tIe
smi (:1 iscreti zaciotí ¡or <lifereticias finitas o elementos finitos es facttmrizar la matriz <leí
si stemn a lii]cal res mm it auite cmi fornía LE’ y resol ver los tíos i] tíevos si stcmnas Ii mícales, :omí
u] atí-i z aseicí ada triaí]gti lar, poí- susti tu:ión - El propósito ele este capítnlti es > mostrar <¡míe
esta facttmí-i zaciomí ~ ~ extei] der al caso i viiini tu diiici~ si Oi] al - Mas etimí cretamiíemite.
iii temí taicí]) dm5 Fa.ctori zar ti u p ¡-ob 1cm a elfpt ico ele tírelen eltís , iccí mmci emití ol o a viii sis tenia
u:le e(:mi ¿mci diii US di fe-u-en ciales ti esactiplatías de líriníer or(:leii - Para li a(:er (=5toseglímmciii 05
tectí m u:as tic iii cl uísióíí i tivariaíite (veanse las Observacieuiics 67 y 69). Veános algtínos
e;cmii ji 1 os cmi el caso mini <Ii mcvi sitííí al -
Un problema sencillo en dimensión 1. Sean f e ¡<>2(0,1), e 11cm, yí E II-?> Denotamos




Es liiCii (~0iitici <Ití <¡ míe Ji E ~ >2(0,1) c 0 (0,1) y si <feliu i inos = se detí ilCe tille ~ es






54 (Va¡uít ti/o 2. Frie tor-iziícior> de mí r ¡íroh¡címí ¿t e/ip ncc, SI
comí ío <ji míe SI
A<1cm ás se ti cii e <¡mm e «u:) = ~Juíí— j(s)<¿s SI
1 dy z< xc]O.l~
e/u:
1 y(1) = ym SI
x’ fi m~ ¿Li riit:im¡:<,
:í(x) = fu — SIj
Un problema - general en 1. ‘ las lii mótesis
eje-it) pío mas din-tension (<iii m])msmna>s (¡iIC cii el SIamml:em-ior. p, q E IR y p ~ O, cleíítmta.nícís por y a l¿t scmluíu:iómí ele
</2 ~ SI11du:>2 + <Pi = ¡ £ c]O, 1[j fr’(Ú==yíí SI
líitemítaimui:ís lmat:em- la siguiieuil:c factorizaciotí:
A = +¡= —p( <~ +B(: <~ SI<u: >¡<É rj(—j-— — 0(x)).
Cotí ti- y ¡1 a cletermí] mí ¿mi. [)e: este mi]o<lo, para catía y E C>2 ((0. 1)) tetm<-u míos <¡mit: SI
A(sc) = d½ <1½— 1(o-y) +/3t eífiy)Pdx>2 + qy = (Jr>2 dx __
= d2sc + ¡ík — 0)~ + i( + ú-B)y. SI
~d:r>2 dx dx
dic cldiri(:Ie se de-cita: <¡mmc: iiecesaí-íaumícmmte SI{ 7«>2 = SI
ÁAlitmi¿i>, Si t:legimiios ji(O) = O ulelimíimtíos
cilitenenios = + ¡ti - SIu=mittimiu:t:s<~(O) —úímí y dji sígi~ieiíte sisteííí¿t tlesa.cúpl¿tclcí tít ¡mr cune-mí
d:c + 0>2 = ~ ji(o) = O3)
~- SI
+ = — «O) = —yo
ti
— /#q = —~ y(i) = yí- SI
<ix SI
SI
2. ¡Ir> pí-otílemna> elíptico en un dominio rectarigt¡lar bidinneuísicirial. 55
2 Un problema elíptico en un dominio rectangular
bidimensional.
2.1 Formulación del problema.
Sean X = ¡<>2(0, a; [¡¿(O, b)) n 111(0, a; ¡<>2(0, b)), .1 e ¡<>2((0. a) x (O, b)), yí E Ji—iI>2(O b) e
fi<~ miii a fmmnción suficientemente regmilar en (O, b) - Denotamos por y E X a la> scmltíciómm <leí






Oy ~ = -fío,Oxí
en 9 = (O, a) x (O, b)
~ —y,1.
A tites tic <lar la cicfiuiicióíí cíe s(ilmicióvi <leí Problema (Pa) as(icia<ia a esa regulari<la( 1 stíbrc
¡05 ciattis neces i tamos i viti-em<luí (:i r algníí os resmil t atl(is -
Definición 59 Siquiendo Grisvaid [94], para cada s > O y para cada conjunto abierto
9 c IR”, denotamos por ¡-1 s(9) al espacio de los elementos u E 11~(9), tales que it E
[¡S (¡fi”) (-u = extensión por cero de u en el exterior de 9).
La sigtiiente obscrv¿tu:ióvi relimie algunas 1)ropiedadies I)ásicas soilire los espacios lJ~ (U)
(vease el Lema 1 - :3.2.6 (le risvar( 1 [34]).
Observación 60 P¿tr-a tcmdo s > O, J43 (9) es miii es¡iacitm (le Bat acb íiaía la nornía
¡¡ ti I¡J4S(Q)¡¡ ¡¡Rif-?”) -
t\ cio=iií
¡1 ti ¡JJm(5j>’)=¡¡ ti ¡¡H~fl(9)
sí .3 = in es mívi ci~ l;cío - micii tras <¡míe
¡¡ 71 ~n-t»’fl { ¡Y ¡¡1J’(5t) ~ >3 34 ¡L)~’u(x)¡>2p«(x )dx } 1/2 =¡¡ u ¡HItA)
Si 5 II + 0 1] di t=siimi cii t ei-ei , <1(iii cíe
p6(x) = Ir u: —21 ,,+2a -
(P)-
56 C~ípít u/o 2. Iactoriz¿icioti de u ti pro Iílerrí a e//ji tic:o.
Si 9 esta acotado y tiemie iiíía fm-tmnteí-a. Li j)s(:iiitz, existen cicís :cmnsta.ntes ci \‘ 02.
-- - e1 -~-> e2.
t-ctles <¡ile
eí d(x; p)—>2O =P~ (u:) =d(x; F)>2~
<¡cuí<le d( :r E) cíen ot ¿t la. cUs t ¿tui cia <lcr: a la fi-outera E <le ~?-
Definición 61 Sea 9 ~tn abje>rto acotado de ¡fi>2 - Se dice que ti frontera E esirrí políqoiro
curvilineo de clase C’>’ - -en ente-ro =1 (respectícaro ente ~ . lo entero > 1, O < o =1) sí
par -a cad<r>x E 1’ existe an e ¿torno 1/ de u: e ti ¡fi>2 y 71 ir campo 7/) de U crí JJ9»2 t<íí q71 e
(a) 4’ e-s ítryectivo,
(Ii) 7» -¡tinto cori 9< (ííefirm ido <~ J~ (U)) perterr eccír a la clase C”’ (íespe<:tíva¡ueíí te (Vk1v) -
(c) 9 fl U es o bien
{y E ~2- ‘k->’Cui) < 01-,
o bien
ti E 9 .~m¡’i (Ji) < O y ¿»2(y) < 0,
o bien
{ui E U 7» í (fi) < O o 7/)2(y) < O
rioírd. i/)~ (y) <len ota la componente J — osuuna cíe eh.
Nota. ltuu laumiemite iia.Lml¿ititlo. tui polm~onO cuiiviliimco es iiii¿t variedad o:ciii l)circle.
Proposición 62 Sca 9 7111 abierto acotado de IR>2 cuya frontera es 7111 políqoiro c71t-vílíneo
de clase (fil - Entonces, par-a cada co títpo ti enr- : E~ de la J:ríi nrter -a, el campo
U —1-
dv1
dcliii ido nr 71 () (1’, es el 7>ceta í- no -mal ext r: mio u e ti E1), tiene un<í ilírica eu:t cris íáí r cori —
titrtia conto operado í de 1W (9) fl { ir e U (9) ¡Nr, e ¡<>2(9)> en [I~/>2( F~ )‘ (espacío dual
de J’1l/>2(Fjj.
[‘o>’-otra par-te, para ca<ía 71> E {v e J¡ (9)
01r = O, cori lo = :1 + 1 y lo j — ¡ se
tíení e qn r~ 7/ ~e Ñ~ />2(r) y el campo
u ½
es liiical q COmit ¡ti ita dc 4v E /] (9) mr
1 — O,lo = j + l,lo = cii U’!>2(F~). El























2. Un pi-ob/ema> <díptico en u mí donirinio rectangulai- líidiniensional. 97
Definición 63 Se dice que una función y E X es solucion de (P~~) si
<dsc





¡4 i/2 (O,b)*x j¡ 1/2 (0,b)
¿>i)>2>tr a2>ír
6:rf ¿):ii~
Vy c Xo = X fl ½ E X:
donde ir E X n {í, E X Av E ¡<>2((O, a) x (O, b))} es tal qtie
= O y >
11r, =











Fi gura 1: Dcimmí litio cM jrolíleuui a.
Corotario 64 En el Pm-oblema (Pa) se puede suponer yo E H’
1>2(O, b)* -
Observación 65 Se tic-míe <¡nc y* E Y = 0 {ir E 2’






Av E ¡<>2((O, a) >< (O, b))}(i ) es la.
cii (O, a) x (O, Li)
y~r, = O
— i¿Li: dv— fío + = O.





‘Es decir, Y E {v 6 1! ((0 un) ~ (0, Ir)) tj,. = 1% = O y Av e t2((0, a) x (0 b))}.
58 (iapít ti/o 2. Yactorizac:ion de urm pro¡ilerri a <3/1/>r;i!:o.
Notación. Pama cada s E (O, a) cieÑíi mutis
= 4v E Hi((.s a) x (0,1>))
= >¿‘¡~, = O Av E ¡<>2((.s, a) x (O.b)) ].
Definición 66 ¡‘a ea cada s E [Li),o) y It
SI
E >91/2(0. y de/lírintos [‘(5) It = domide




en 9~ = (s. a) x (O, />)
(11.1)
-/i!-, = -yj,>~ = O
<‘9-y
—¡e =/r.
r¡~ biéím dejiríímos-r ( ) Pjr. dotíde ji E It es la solución <le
jiy, = O; jip1~ =
¿9/3
txi!r, = 0.
Fírraluieríte dejbrírao-s- J’>( a) O >‘i r (a) = O -
¿92/3 ¿9>2ji
______ en 9, = (s, a) ~ (O, b)
Observación 67 Para. cada. s E [O,a], 1>’ (s) >9m />2(o, b) * —+ [ji /2 (Li), b) es mío opeia<itmr
neal y r( s) e I-¡ /2(0, b) - Adciii ¿is. la stíl u n:ión Ji cíe (‘Po) p ictie fau:tcíri zarse
fiCi:I, £2) = (Í>í(xí)>$—fí m>-,, )(x2) + (¡(u:i))(x2).
¿Li:
l>ai-a pi-!~il~>ai- esttí basta. tíbscíva.í que, si tleuítmtanios jitím P(s, ~,) a la familia cíe pmtml)I<~~ui~tS




y,-, O; ~ =
ox r,
emmttmiiccs mímíestící ;mmcibleiiia iu]icia.l (Pa) u sta iuicluiitlo en est¿m familia (le tmjiei-aclcii-es (cilw
serve-sc q te Pum = 2(0, —fitm)) y la scuuI( i~im fi <leí j~mi-ob]cíiia (Pa) mesmiel ve m-e~:uim-si vamimetite
tdiulla. esta fa.tii i í i a (Ile opera.doí-es (esta tc ni ea es la c¡ míe se cíe tiorn iii a ini elus-ióí r ir m varían ¿te)




















2. 1>Jrí f)r0b/eruí a elíptico crí u rm dorníiíí ¡o í-eetarígu lar- bie/irni ermsíorm al. 59
Cálculo formal. At1mií obteii drenios algtítia.s ecua.cítmn3s por medio tic cal(:u,i los ftmrmalcs
<¡míe más atíel atite i vitevitareínos j istulicar. Usal]do (11.2) y den vavido ftirmal ii]em]te se dii)—
tiene que
¿>krí <IP Dy ó>2y ¿9?-
— +2 2~¿ix u dx u <‘9~ ¿9x~ a~
(113)
dF’ Uy ¿92 Uy ~,.+
— [í(p ___
___ + ___dx~ ¿ii dx~ dxí y) — ¿)u:i
— ___ ,/\ ¿ti ¿ir 0>2í
_ -- +2 1’ — ¡ Bu:1 ¿9x~ — 2— — Ef = O.¿>4
De este míítmelti, comii<~ y es arbi trarití (l]ecbo qmie tiebe ser <le alguna mnavicr~ iii stiii caticí)












I)ai-cnítms tíiía j tust iiicae:ión de este sistema desa.copladtm cmi la Sección :3 -
2.2 Una formulación equivalente.















y = ~M+ 7-
(‘P
1)
iiitic tltíci mtms la sigmí i cii te
(S¡íít u/o 2. Ea u: torizaci(irí de u u probh=ri>a clip t¡(:o.
Definición 68 [iara cada s c (O, a] y A E >91/2(0, b) deflurírítos (¿(s)It =
es lbS sotticiotí de
¿9-y
¿9u:,












en (O, s) x (O, b)
Observación 69 Para c:ada .s C [O,<í], 9(s) Hi/>2(O, ti) —* ííí/$o, b)* es miii (~>j)ema>!~iom
liii cal y ¡e(s) E ¡qí/>2 (<1 b)* - Aclení ás , si fi t~5 la soluu:ióm m de (Pum) cuto ti u:cs
Bu:, (:ri, £2) = (Q(u:ihí¡i-~ )(x2) + (t<i(:ri))(:r>2).




P(s. y5) ~ = O — =
yj~. =
<tu 2’ = (O, -s) x (O, b)
eiittiii(:cs iiumestm-c ¡ireibleitia iiíh:ia.l (P~) u~~stá inu:luíitlo en esta fanm ilía <le tmpeiimc1cimcs (diii—
servese <¡ uíe = T’( a, y,)) y la sc,l ti í:iOi í fi cl el prol~i1 cina> (P~u) re-su mcl ve recuirs i v¿mmi i emite ttí<l ¿i
e-sta. familia <le tiíiematltires comí las ceimí ti i u:itíííes tIc 1)ir i chI<~t ~is = Y ¡ r, -





























8. Un a> ¡os tiflcaeióíí crí la Ibtui u/ación de la ecu ación de E’ y la ec: uacíorm e/e i. (31
De> este motio
dQ +92+
— ( dx1 +Qw+fch: u




+ 9w = —f
— ¿9>mí + Qy = —u’
¿3x¡
9(0) = O
-w (O) = —
y(a) =
3 Una justificación en la formulación de la ecuación
de Riccati de P y la ecuación de r.
3.1 Propiedades de P.
Las sigmí 1 etí tu-,s ji itíptís i cion es reu:dmgeui algí u 1] as prtmp i etí atíes l)á>si cas <leí cj m cra(l( ir ¡-‘ -
Proposición 70 El operador lineal J’(s) jji/2(o, b)* ~> 111/2(0, b) es continuo para todo
s E [O,a] - El
Dernostración: Sea s C [O,a) (el caso 5 = a es trivial) .~ 1 E ~i/>2(o,b)* Emitomices, sí
es la> soluu:iomi <le (11. 1), seguin la I)efiiiicióvi 63 obtcneíiíos que
Iii’ ¡S7-y¡>2dx¡ <lx~ < — < it, P(s)h >Hm/2(o,q* xflí/2(u),b) -
[)e, adj mmi ob tetí cmos el res mii tatio ap11 cantlo la <les ig mí aldad de Pei iii u:are, la P ropo~i cióii 62
y la desigualdad tic Ycming.
u
Ahora. temcmi do cmi ctíen ta las i tiycc(:iti nes cont villas
¿92
dx.3 = O
cmb tcíí cítíos cl s iguiente
Capí’t mm /o 2. P¿mcteírizachiíi de mí u preiblerría eIflí rico.
Corolario 71 ¡<os operadores lineales
f>(s) H i/2(<), 6) ½ ff~/>2(o. 6),
2(s) H—1/>2(o,b) ½ >91/2(0,6),
2(s) ¡<>2(0,6) ½ j~¡i/2(o 6),
Í>’(s) ¡<>2(0,6) —>1-1 m /2(0, 6)
2(s) ¡<>2(0,6) ½ ¡<>2(0,6).
et
so ti continuos para todo -s E [O,a] - El
Proposición 72 Existe una constante (7 > O tal que
con (7 ín<íepeírdierm te des -
[‘(s)lt ¡¡L2(o b)< (7 ~¡It ¡L2(ii,b) para todo lo E ¡<>2(0,6)
El
Demostración: 1-1 acenicis cl caivibití ele varialile. u: i = -s + z
1(a — -s) (zm E [0, 1]) y u le-fi mii iiics
>ya(zi ) = -y(s + zí(a — .s)). De este imiocítí,
¿3-y(a — s) (s + z1 (a — .s). u:2); ¿9>2ó9~
_____ _______ z~. ¡:2) = (a—
¿9>2-y
(zm<t:>2) = (.s +
zm(a — .s), ¡:2).
[‘cii- látiittm, 9>~ es la> stmlíwíóii <leí ¡)i-<mi)leuiia>
¿9>2-ya (a
¿3z?
— -s)>2 ¿3x~ =0 cii (s, a) x (O. Ii)
= = O
$iy = (a — s)lí. -
“u) = {01- 5< (0,6), E 1 = UY x (0,6)
-‘y
= ((0, 1) 5< {01-) u ((0, 1) x <4) -
Lii tomí ces. segtií m la toría tie trazas ( vease. por ejcmii ¡u ti, cl rl(=tmremíí a 2. ¡ dcl Cap it: mml o 4 <le
L ciii s—M age nes [46]), se ti (=neq míe





























.7?. luía justificación crí la forní u/ación (le la ecuador] de 1> y la ecuacidíi cíe y - 6:3
(11-5)
\‘ a traves cíe la desigualdad <le Poincaré se tieduice <¡nc
fi ¡i(5)/~ I¡L2(Úb)< ~2 ¿9ya
_____ ((O, a) x (Ob))¿9z~
Al~tmi-a, (:011)0 es la soluicion de (11.4) teneiii(is que
p
1 ph Uy
S¡>2~~ + (a— .s) JIb ¿9ya >2dZ1d£-2 —(a — s) jb
1 0 ( £~ lt>y,¡~dt:2.
l~)e este nititio, pdír (lis) y la desigtíaldatl de H6ltler, se tiene q tic
fi F(s)lí ¡¡L2(O b)< e3 ¡It I¡L2(0,b)H [i(s)/t ¡¡í}(om~)
-- u:dívi cm ye el restil tatlo al) Iiu:a.íi tío la> desigí ial la( 1 de Yoi mng.y se’
u
Proposición 73 El operadoi P(s) 111/2(0, b)~ —> ffl/>2(o, b) es autoadjuhto3 dejitrido
ireqatíno e ínyeetívo pat-a todo s E [O,a-). El
Demostración: Sca s E [O,a] y f, y E >91/2(0, b)*. Tomamos la stiiiicióii (~ de- (11.1) coí
Ii = / y la solnutiomí u» de (II. 1) cotí lo = y. I)e este modo, segmiíi la Dcliii i cióii 63
(~
7sc - S77»)d:í:íd:r
2 — < .1-, P(.s)eí >Hm/2(O,b)*xHm/2(O,b)
— <y, P(s)j >fJ1/2(uib)*xum/2(Ob)
ití en al i iii pl i Ca. <lime 1’ (.s) es un opcradtm í- atít<íaclj tirito. Para p mobar que P (.s 5 es <leE nido
íícgativtí ttmmamcms dc mínevo 1 E >91/>2(0, b)* y sc solución tIc (11.1) cotí It = f. Entom]ces
por la <les igmíal(i atí ele Po í n(:arc,
¡¡>211 —cí ¡¡ ¡¡I-I’((a,’Ox(O,b)) -
Ahora., colidí = O, por la Prtmposicióí] 62 Se obtetíemos (¡líe-
¿19=’ ¡
<—e2 —r< .1, P(s)f >Hh/2((u,b)* XH’/
2(uit— ¡¡ 9x~ ¡¡Huí (uí,b)* = —<:2 ¡1 >1 ¡lHh/?(o,b)*
leí cu¿il prtwba. <luje 1’ (s) es definitio negativo. Finalmetite, íirol~amiitis q nc P(s )- es inject i yo
¡)d>iiiem]dei <le relieve que, sí caníbianí os en (II - 1) la coii<Ii ciótí ¡ m—, —
¿)u:i It por ~Y¡r. = O,
-ir
(Ii tti tiCeS, j)() 1 la> uIt (:1<1 ¿i<>i <jje 1 a. sol tic iO~i, >7 B O y it = y1- ¡ = -
u
(:apft milo 2. F’ac torizac:iorí de un pro 6/cuí a clip ticet
3.2 Dimensión finita en una variable.
Sea {uhi , ..,bv,,, ~ unía Fiase- ciu=Hili)e-rt cíe >9¿ (O, 6) cii (=1siguuicmmte seumtidti:
(a) V it E 1V, ¡[ tQ, ¡ JI¿(0,bt¡¡ tI’ Hwíw= 1
(6) (¿o,,, w,,,)pp (Ob) = 34b (£2) ¿)ZV~, (u:2) <l£2 = O Vnt, it tal c;tie iii ni
(e) Las ctirnbi u] aciones Erie-ales 3 ~ u’5, Áj E IR soí densas ci] Jl¿ (0,1>).
ti iiit¿t
Este ti jití cíe bases existe liata tocití espacio de 1—Iilljici-t st~~mat-able (ve-ase, ¡i(it cje-mi) ib. el
/k Iitír¿t, si V’’’ = spa¿í{tvi - iv,,, 1-~ deliííimtis
= {sc E I1’(O, a; scw. =01-.
Proposición 74 X”’ C C( [0, a]; Y””) es uín<r inyección eontinu<í y el conjmníto
¡J ½E JI’ ((ka: ~/“‘) scir~ = 01-
es denso en Y0 (u íoí tanto tauíí bión e-ir ¡<>2 ((0. a) 5< (0,6))). El
Demostración: L¿t i iiyccc it’, ti ctmíí ti un a> X’>’ G C ([O, a]; Y’”’) se ji tmcci~=p rtm b ¿tr la.ci ¡ iii emite
si tei]e-nios u~im ctieii ta. tj míe 1/1(0, a) c C ([0, a]) (ve-ase, ííe-~r ejem)) íilo, el Te-creí u a \¡ 111.2. de
E3rezis [1:3]).
Para. ji rtm bar (=1resmí It ado de tící í si ciad pone-mi) os tic reí i ove q u me C~ ([Li), a]; H¿ (0, 6)) es iii
siibcommjuíuito clenstí de IV (0, a; ¡<>2(0,6)) fl ¡<>2(0, a; J1¿ (0, 6)) (ve-ase, por ejcii)jilti, el rl~eti,tií)a
2. 1 tle-l Cap fLuí lo 1 <le 14 i cío wNi agetí es [45]). Dc este m]i otl(i, 4v E (Y~ ([0, a]; II¿ (0,6)): ~; =
01- es miii 5u1)u:tiuijtiiitti tíenso <le. .N% -
Se-ami .1 E {7) E C~([O, a]; >9¿(O, 1>))
= O} y 6 > O. IT>> mci 1>a! e iii(liS <¡u e-> u~ x i s 1119
1~— f~ ¡K~< e.
AiiiiO 1 E Ccc([O, a]; >9¿ (0, 6)), j)ara tocítí 5 > O existí=tiria stícesióíi {a~ 1-4~ - comí
t:ai <[míe-, para t{itlu, xí E [<¿~,ai+i ] Se- ti<=mie<¡lic
¿3 1
-
- (u:í, -) —¡¡ f(u:~. -) — f(a¿, -) ¡!u~<o,ó~=fi ¿9:1:2 <‘31






























3. lina justifiea<:i&í en la for-¡rí ula:i¿rí (le la ectracrórm de 1’ Y la ecuación de í - 65
Ahitira, jía.r¿m todo í E { 1,..., r(S) — 1 1- y para ttm<ití £2 E [0, ¿>3,
~ f(a1 + lo, u:2) — .f(a~ , u:2
)
dx, (~1, £2) = h—*0 lo
En ttiii CeS cxi 5 t( 7& (:1:2) > O Ial u¡
¿9f¡—(a1, £2)
():Ci
f(a1 + lo, ~½)— [(a1, :n2) < 6
It
¿9.1par~í tou~i ci Ii- E (O, T1 (u:2)] - De este ni títítí, :onio E C((O, a) x (0, 6)). existe. miiia suCes i dimí
{65 >~~2 , :eí mm
O=b1<b1 <...<ba(&>=b.




(a<¡ ni es peísibie <lime debameis i ntrodmicir niás ptintems en la sucesmotí
<uts<> vcml Vei)]Os a m-eei]u míierar la sticesiói]) - Eiíton:es. si tornamos
11>1 = nuin { mm {1t1(b1)}, e¿i+i <>1, }
¡iara. ttmcltm :1:2 E (O, 6) y para totlo It < lo1 se tierie que
¿3f £2) — [6>11 + Ir, x~)
II>______ (<‘1,
— f(a1, :r2)
< ¡Áj’ (a,. :1:2) ¿3f
— —(a¿, + ¡ <‘3>1 (a- 6) —
2~ 3
[(a1 + lo, b~) — f(a¿, b~
-Ii>
Í6>’~ + It, 65) —[(a1, b~) j(a1 + lo, £2) — f(a1, :n2It lo
¿9
<25+ sup 1 ~ 6-)
¿~ EI”wn-n-il Ox1 ¿9xí _
(por (11.6)),
(:(ImiI J E {i ,.,s 6>) y tal que :n2 E [bu,bs+m]. De este tiititío, obtemiemos <¡míe
(a1,-) — f(a1 + It,-) — J(a1, -) ¡¡t2(oh)< 456i/2
lt









($6 (Áa¡uít miJo 2. Smct<>nzac¿n de uu protí/e¡mí a e/iptr u> .4
Lii u:asti :cmtitmaiío jicicleunos iiit;ioclim<:mt el puirito a~ + It1 cii ía>siiu:esiomm ~a1 y re-e-viii iiueram SI
míe nmievtm las uícesióií. Si seglil mutis estcis ws-<>~ cuí catía iiite-tva>lo t¿tíít¿ts ve<:e5 m:omuio tiutu:u=—
.4siteumicis , ti iiálmiiemite tiimtcii<lreiiiems imna smi(:esioi] fai I4t (<lomíde ¡(5) iimiu-r<le set- iii fe-temí
imiici¿tl ¡-(6)) tal <¡míe. ¡mama toticí í E {0...í- (a)> y pa.ra> todo u:1 E [a1,aí+ m ] se tietie qtm
¿3/ ¿9/ .4
- (u:i. -) — - (a1, -) ¡L2(iit)< <%(11.7) ¡ [(un, -) — f(a1, -) ¡!w(ob)=¡¡ ¿3:1:2 -
(ILS) ¡¡ ¿91 -) — 4 -) !¡L2(ob)< ~_____ (u:í, . (a1,
d£i
y ¿9/~ í6>íi+i - -) — .f(aj - ¡¡¿2 (mm?) < 4Sb~ ~. .4(líO) ¡¡ (a1, -) — ~ -
II mía. vez <¡u me 1 memímtís lijado la. sticesioii {a4jí~j , pc»lemimtis ttiinar ( por tlcmmsiu~lad) ni E 1V y .4
7(a1) e lE, ~mar¿tocící í E (O. . , í-(5)1- y para tocltí :¡ E 41> , ¡¡4 tal <¡míe
‘1’ ¿3/ ¿3m-
~ ~ - 2 + ((1 ~ (o1) ( - ) II L2 (Ob)fi /(aÁ , - ) — >3~ (a, ¡<U>’ ( ) 1 L 0mb) II -) a~ Ji
lelmE (5)— 1 } — -‘ml .4(II. 10) ~í < ~ iiír ¿3£2 j=i ¿):r
2
Adciii ás , p¿íra tcid o :¡ E 41, - - - , ~ 1- dcli mminios ía fuivi u:i óíí /7 E 111(0, <t) ¡ior .4
17 (u: m ) = f’<’ (a¿) + (<11+ m ) — 7(a¿) (:¡: i — a1)
tii+i — (ti
.4
piura ttic>l(i :1:1 E [a1. a¿+ m ‘ la fuiin:ióii /lrí e xm jidmí>
= >5 fj»(:vi )w5(x2) .4
j=i
p ama temti ci x~ E [a1,(1>1+1] .Aheí ra. jitír la. (le-si guald au~l ele Btu vi :ai-e. existe : > O tal <¡‘mu .4
fU ¿3/ ¿3f’~~ ¿3f~<~ -
__________ ¡¡>2 ¡un’ímmu>
fi .1- — 1 ¡Lx0=cj ¿3u: m ¿9:r: E’ (Ob) dnm —1— u: J ~> — ¿3:1:2 .4</I±12+I3+/4+I5+Iib
di(~iiidle r(S)—i ¿9/ ¿)/.~~ SI
¡u-




41 ¿3/ f(a1±m,-) — j(a1, -
)
‘2 = ~ E ¿9u:~ (ti1 -) tii+í — (LI ¡¡L’(0b) d:rj1=0
rUS) —1 I(ui+u, - ) —ie~~ - ) — ~ ¡m (a
1~ m )—í;tm~ (as) 71)5(-) UL2USb) di: m
13=c >5 ¡ >5
,~um (1144 — <LI ,=i (t,±i — ti SI
.4












= r(S)—i f at+i
¡¡221~) J?1í(al±l) —
ft (al) (:rm — a1) ¿9UJ5
al+i — (L¿
A tu tira, Ií =cS







< 2c5>2a (íior (11.10));











=3e5>2a (por (11.10) y (117)).
II)e es te. niotio
¡Ij- — j~
m ¡tO < ScS>2a + 16c6>2ba = S>2(Sco + ¡ 6eba).
Píiia.lviiciitc, si touiíaviios ~< (s~ +6lccba) i/2 oliten euros <~ ue ¡ ¡ j — /‘~ ¡ ¡ ~. < 6, lo cmial
m:oli cli ive la <1enicis t rací on -
¡Xli (ira. se~t y’fl E X ‘~ la. semíii ciói] cíe+ 0Ji <>Y
(II - II) j-y-b )di: i (lx>2 =
=17(2<
jJfscdx jd:,:




















¡4— (Ob) x H¿ (Ob) V sc E ~Y’~
SI
(a¡íít u/o 2. bactorizaci¿n de ni problerí ma e/fm tiecí.68
Proposición 75
~íir>¿cas<ií~tctont <le (II. 11).
SI




7/) titiS fmi mi (:iomies cíe Y111 -
‘It
En tu~im i ~ sc Lsd (u: í ) tu
1 ( u: ) , 7/) =
1=
2)1




a(sc,-mf) = jj-b(¿)sc ¿Li:
es mí i]¿i> f<ut-iii¿í bíl i mícal coiitíuiua. en X’’ , ¡itíesto qime
111





(1i5 = vi~ (:r2)mg (:1:2) cíu:2 = ir51 -
Lo (:tia.l i muí jiIi ca ( ¡icír la cíesIgl mal dad ele HéI<lcr) <¡u mc existe eV > O t¿mí <¡ mie
<«sc, f)¡ >< c7~ l¡ sc l¡x”dI 7/~ l¡x’’ -
A cíen ás a ( -, -) es
y
iría Fot-ruia ctiet-c;itiva. cii A’’~ , liii(=sttm<Itie, sí mísanídís la mi<il:a<:ióui mií¿ttmi(:i¿tl
x’c,u:te mi ¡tI







entomices, 1~ítmm cl Leuiia 76, exisl:e <‘ > O tal <¡nc
«(sc, sc) = J> (439<: )7
=
A





+ ¡¡ sc ¡IL2(uia;V’n)
______ í¡L’(ttma)¿9u:~
y, pmi¡ la tlesign¿tltia.<i de Fi<minca.ré. existe- c7 > O tal <¡tic
III
«(sc~ sc) =‘11Ú 2 l¡ ‘Pl ¡1% (tít)
1=
SI




















3. liria jurstifit:ac:iórm en la lorrn irlación de Ja ecuación de P .v la ecuación de n.
l>om cmtrtí lacIo
< f¡r~, sc¡r~, >H—m(ob)xH¿(ob) dxm+ < yo, sir0 >n—í(o,¿jxn¿(o,b)
es uííí a. fcm rrna liii caí y ctííí ti miii a en XmU pimes Lo que, corno A’“~
mmiyccc mcmii cotít iviii a existe e4 > O tal títie
c C([O,a];V’~) es una
¡<(sc) ¡ =11.1 ¡IL2(O,a;fl—’(0b)) fi ~P¡¡L’(0,a;fl¿(0,b)) + ¡1-fío ¡¡p—i (0,b) ¡¡ 5¡i’o ¡IH¿(O,b)
=fi1 ¡¡ L2(0,a;Jl—i(0.b))¡¡ (P ¡¡L2(0,a;V’fl) + ¡¡fíO ¡¡1-1 —‘ (Ob) ¡¡ sc ¡C(l0aBV”’)
=¡¡f ¡¡L2(o,a;fl—m(O,bfl¡l sc ¡Ini(o,U;vrn) +c4 ¡¡-fío ¡¡ÍI—’(o,b)¡¡ sc
Fi iia.l ii]eimte, cl Teorema de Lax—M i lgram (vease, por ejeniplo, cl Corolarití Vr
[13]) C mm) cli iyc la tI cmiiost ración -
8. (le- Brezis
u
Lerna 76 ¡<a matriz A”










C(mi] It1 E IR para teitlO E 41, - - - ,
‘U
Bu Ltiiices, si eleh ¡mi mnos h(x u , £2) = 2 h~ w,(u:2) (constamí te en la variable u: ) , teireiii(is <¡tic
1=1
1 E ¡<>2(0,a; y”’) y
ít”’ A”lo = ~j¡-b h>2dxid:n2 lo ¡¡¿2(o,i;v.)= 0.
Au leííi lis, 6R A”’ 1> = O si y 5(~)l(i si ¡ A- ¡¡ L’ (oaV’” ) = 0, es decir, si y solo si lo =0.
[)e este meitící, (:tiandltm <:iis(:i-etizaundms en la variable-u: í ~ stipotie-r fío E
yf E ¡<>2(0. a; 11I(O,6)). Ahora, es fácil pmobar <¡ye, si y”’(xí ..r2) = 2s¡<(:ri
y 11t , ciítcímv:es el vecttmr (=í1(u: í ) ) es stííticiótí e-ti IR”’ del probí cm a 1=
()_lYxi)t + (q1(xi))1 = (< .[¡ u’1 >H—m(Ob)xHi(ob))1, :ri É (0, a),








70 Cap/tui lo 2. Fa u: tori2~aeie,rl de u ri probleríí a e/ip raí:o.
Por tantti, pcím- resmíltatitís <le m-egmmiar-iti¿í<l (ptiesto que < .fIr~, ,~<»l >11—~ (Ob) xH¿(<ib) G ¡<2(0
jiara bici o í E 4 1, u }) . te¡mciiios q mc ~ c ¡1>2(0, a) c C (0, a), y’ míes ma.r¿t catí ¿m
4 ¡ - - - . nt 1- q~(:r: ) es scihmicióui del pi-tibIe-ría elíptico
~~iv>2(u:m) = <:7’IY” (qjí: i ))~ + c~ L)”’(< jiFa>>
i3:r:
is (O) =< Jio, e-Ji >jj—m (o,b)xH¿ (&ib)















Cdi!] Y’ E ¡1 (0, uí) C C (O. a)A boma, como en el (:aso ge-micral,
(1114)
U
fi’~(u:i ,x2) = (/ji7lt( d:r~ >~>‘ ) + (iflt(~ ))(:r2),
ti iiti cíe [>‘‘~(-s ) y tít(s) están tlefumiidems cíe l¿t síguííeiíte uuiaiiu>m¿c:
1’ ¿ira u:am~I a> -s E [O,a) y para catía. lo E 11—1(0 6) tIetiiíi miios
Y”
t = {sc E ¡ji (-s, a; 1/”’)
5ir,~ =~}
y ~icrí tmtam mí tís jíoí y”~ E ¿í la scíl u ci¿mii cíe
II &Á
+ ¿j)~flL ¿~ )du:idu:


























3. (Irma jtst¡fl<:acion en la forrn ujacion de la e’:uaciórm de E’ .~ la ecuaci¿n de í- - 71
Entomices, deliiiimnos Pm(s)It = y P)U(a) O. Al ííii sino tiení íio, para catía 1 E
~(J, <i; ¡>1 (0, 0)) tiCfi u i tu CíS 0 (>11) = ti y 7 ~5) = 131r jiara>s E ~<J,ttj, cmOvicie /9 E A a es
la st miu:íóií <le
1 ¡ (——--—— + 09=’)dxudu:
2 =
aiíí ¿)u:i ¿)xm ¿3:1:2 ¿9:r-2 J a < f!rrm , sc¡tx, >141(O,t)xH¿(o,b) dxí jV sc E X7.
AIí tira>, coiii o 7’~ , fl”~ E xm G C( [O,a] ; Y’”>), etitonces r’< (.s) E V~ y E’~ (.s )lo E Y’”’ para
catia. it E ¡~f — 1(0, 6). A<leniás, Pía(s) E £ (JI — (O, 6), Y’”’) es uní operatior atit(>iadlj tu iit(i íi~tr¿t




1- 7ftta tase de ÍJilbert (le U — (0, 1>),







~>~2 )¡¡—m (o,b) = O Vm, u tal que un- u y
-7<3> >0)
A
5 >2, ~ E IR sari densas crí 1~Ií(0, 6).¿3:4
do irde, fiar-a cada p, / E H>’(0,l>), consideramos <1 p <-od-ucto escala,-
¿32 ~(sc, <)~,—i~ =< —( ¿9u:>2 > IP’
¿9>2
cotí = (jy,.2 ) — sc definida 7>07’
{ ¿9>2 ‘í__ =5¿9x~
7» >JJ¿(o,b)xH—m(iib),
en (0,6)
y>i(0) = ¿46) = O
u la trorma ¡ ¡ sc ¡ u—u (ob) = (sc~ ~);;2, (ob) inducida por el producto escala>,.
Demostración:
(a) y (b) ITiara tocicí u, ni E PV,




¿3:4 ¿3:4 > ng (ob) x ¡¡—u (0,1’)




> ¡1¿ (Ob) x JJ—~ (o,b) =
SI
Ciap/tu/cm 2. F’actor-¡zac¡¿n ele un pro/ile-rna elíptiecr.72
:) Sea ~ un clem cuto tic II — ~(0, 6). ltiitoiiu:es (vurase. ptíí- cj(=tuiililci,la l’i-tijicísíu:icmíi




(cii sentitio cíe thistril~uuícitimíes).
¿9>2-tv
,














¿9:4 — ~ >H¿(mji,b)xJl-<(ii,b)
— ¿32
[y]
— (~k A,m, A,- ¿9:í: ~ — ~=‘>Ji~(tm,h)Xfl—1(o,b) -











Es tci :oti clii ye la <len] ostu-aci ¿mmi si tenemii Os cii Ctiu=mita tj mie { LV u , ><~>2 - - tv,1, . - 1- es un a. base <le
II ilbemt cii ¡>Q (Li>, 6).
u
Lema 78 ¡<a u o orn a ] ¡ . ¡ ¡ u—’ (ob) dejin ~(ia en la 1 >ropo.s ic órí >77 es eq ti ¡vale nr> te a la no> nr a
us-tial - ¡ — de >9 — (0. 6) corno dual de H¿ (O, 6). es de-h- la ríoruta




¡ sc JJ—m(Ob)=< ()—i [~]~ >Hg(o,t)XH—m(Ob)=¡ (
4 £2
SI
[5] ¡hg (uit) ¡5¡l1’ (mit)-
Ahtm ma ( vease, ji o r ejcmii Ni - e 1 rlYtirenii a. 9. 1 <leí Capftmm Km 2 <le LN ms— Ni ag(=ties [45]) e-xiste
e1 )— O t¿il <j¡uitr
¿32
______ [sc] ¡¡iig (Ob)=C>’ ¡5¡jj—m (t,b)-
Res ji e-u: ti va nicii te -























3. Un a jmístiticacir5¡i en la ftir-rrr u/ación (le la ecuación de E’ .~ Ja> ect¡aciórm (le> r - 1-3
, come> amites, existe Sm c ¡<>2(0,6) tal
totí ces
scW—’(O~) =
Ahora, para cauia C(ivistante 02 ~— 0,
~
9sc(jui<=sc = (en senti tití <le ti istri bu ciotíes) - Bí]—
Bit
sulí (sí, —)L’(o,b).
11h11 ng <o~n =1
tenemos (vease, ¡íor ejenipítí, el ‘Teoren>a VI 11.2. dc
Brezis [13]) qmíe-
(ob) = e














I b ¿3 ¿92¿):v2 ¿):í>2 pb¿9¿9:v2 ¿i)x2 Jo~Bx2
lo cual ii]iplica (vease, íior ejemplo, cl Lerna VIII. 1. dc Bíezis [1:3]) <¡tic existe 02 E IR tal
(~jííe
¿3 ¿9>2
___ ( yijIPi] — sc>’ + e~-
Ou:>2 d£2 O£2
lsíittimí ces
ui2 ¿3 ¿325 Mu—’ (mm,b) (3~~2 ¿9:,: >2 [~?~3j,Sí +c2)L2 (ii,b) = (Si +0>2, Si +c2)L2¿3x2
e í~l 01] <le sc ccii> u: iiiye ti iie
¡S¡n—m(o,b) =11 sc ¡IJ1—m(0,b) V5E 11i(ob)




- - - , ‘U»
<>2





(0,1’) ¡ Si +½ ¡ L’ (0,b)~
u
[>‘~(-s)/í — [>1)1(q) lo COl] lo~U = 2 — -c lo, w¿ > 11—m (0,1’) HJ (0,1’)
‘=1
é
<Uapít ti /o 2. Ia(:toiiz¿icióii de u rí j>I(i Mt?)!)a t?~í/iitic<i.
Es deu:i m, lo”1 = ¿3 2 )~ —1(0,1’) 2 (y i-ovecciói m <le lo sol> re Y’ —“) - IT’cíd riaí u tís ttmííí ar£2 B:íj
U’ IU1 32)0,,,






es <mtra liase cíe Y’ “~ - Ahora [»U (~) ¡ y — a E £ ( 1/> — “‘ , Y’ ‘~ ) y p OcIe-iritis cíe-fi mmi r T”’ (-5) u:om ii ii la
ni ¿mt rí z asou:i ada al ti pe-ratior lineal
Jflfl (.s) ¡ y—m iv —1’) »>4 1¡m
u:cmíí t>cslie(:tti a las bases Ph>” crí lC>” y >9 = -{ ~i - - u’,,, 1- cxi
ni
En tc, míc:cs , para tcítio ele-vii evito Ir = ~ lo, E Y’ ~‘“
,~ ¿9u:~
mía le set rciircseiitatlo cii i>t4au:íón ti)atri(:ia.l y ve<:toi>ia.l Couiio














= fi?U(s)[( j )[(It¿)A
‘U B>2>’v -
________ 71k>!
E>”’ (s)y = ~ (s) (t--c
2=>’
Y’’0 G JI—u (01>) y -s E [0,o)
q, m





= filO(S) ~ (>—~
<92 ,~,


























3. Un a josÉiticaciórm e>’> la lbrrrí ml/ación de la ecuat:ió¡í e/e 1’ y la et: u a:iórm de r - 75
I’emr ta.ntci. J>~~ (.s )=~se íiuetle represemítar crí i]otacióvi matrícial y vectorial coñie>
-ql
9112
(ci liservese la reíación ¿92e-mit i-e cl cm íiiem-ado t3x ~ sobre V~ y la matriz [»U ) - [)e este m(idl(i, la





Ahititas i clemititamntís cmi mítítacicin veu:toiial
It u
Ir>,,,
1m ama tO<l(Ii It
(II - 1(i)
É In>17n1 E j¡í~2 - Entonces (11.15) se ¡itiede escribir comdm
tUy (s) = J)”’(s)r>~>¡i~ + r’
mm(s)Bxj
sí covisí<lcramntis- >q’» (s). éitj ¡ y. y r”> (.s) conio veu:torcs, o í:omo
‘U ¿9y»1
Ji (s) = F»~(s) ¡r. + r’~(.s)Bx~
si cciii si che man cis fítU (.s), V9— ¡ r~ y r~U (.s) cointí e-he-ni e-ii tos dc
1/ía
3.3 Ecuación de Riccati de P”’ y ecuación de -y’>1.
Al <ii-a, si han -mimos mil cuí o foruiía.] cíe una inane-ra sin>’> lar a lo hecho en (11:3), pam-¿t catia
sc E ¡<>2(0, a; Y’IU) t(7iiemiidis cítie
¡- a
1-b










¿9x, ~ )(:02)sc(s, :r2)d.4dx2
_____ (s)
(iJa/iít u lo 2. Lac tor-ízaciórm (le u rm preí/i/e¡íía clip tico.
¿9>2yl>2
¿9u:2 )(u:2)sc(.s, x2)dsdx2 +
<iT
t’
jj/b (1:!: (s) ¡ ix.) (2:2)5 (-s,:r
2 )dsdu:2 +
¿9u:m
— [1’ (73>7)2 () 1)72 1-ja ) (:r:2
Ji —»‘(u
De est;e incide>, isa¡mclci (II ~¡2). 5(=tiene- <¡mie
21fl(;, 2:2)5(5. u:2)dscIx2 =
clon <le
lIiít<uii cu=s,¡icmm (II - fi),
[tt¡ It Bu”>
‘mili <>)ri (-s y2) sc(-~ , ~ )d.sd:í:2 =
SI
.4
.4y~ ) (u:2 )sc(-s , y2) d:n:2
(:v2 ) sc(-s :r: 2) uís4r2 SI
.4
[“[1’ (IP ¿)fíít .4
_______ r ) (£2 )sc (s, :r2 ) dsdu:->’lmjmJijm (l£i (.s) oxi
I t7 1’+jjf’ (73>”>(s) J> (s) - ¡ e ) (:r2)sc (s, J:>2)d2:>2 +¿9:rí
(731)2 (.s) /9>727>72 ) (:r2 ) sc (s, :r2)dsdí:r2 +
[)c ¿ic¡ mmi, u:cíiuutí íp E ¡<>2(0, a; Y’’
t>) es arliit ía.r i a.. te ticmos titic
— 1)
+ ¡j,IU (s) O”>
-4- i (-s)
1,> (-s)
.1 ¡ r. , Wi >11—1(0,1’) x ng (m~u .1’)
— P”’ (-3) D>’~
>~ .I¡i, tú
772 :‘-~~—, (cmb> x ng (ib>
7)2
Esta igum¿íicl¿mtl l:ieiie 1 mig¿íí- cii ¡<>2(0, a)>>> y para cada y>’}x í , :r2) = >Z=I(:ri )7v}:r2) solun:iómm
1=)






)sc(s, :í:2)dsd:r:2 + /¡(j’ (s)
72




J 271’ ¿97.1UJ~> ( ¿9-~ (s) ) (:r2 )sc (-s, :í:2)dsdr:2 - .4















3. Una jtístificaciórí crí la forní u/ación de la ecuación ele j:’ y la ecuación de r. 77
Ahitira, si ciegi intís el c¿tscí O e yo E 117 arbítrar-¡tm, tíbtcncuiitms
(11.17)
{ (IP
clx (s) + T”\s) ¡ymmyP)2 (s) — 1 = O(a) = 0.
bu] tenices, segmin la teciría tic eCriaciories d iferemí ciales orclínarias, sc tieuie (ve-ase, por ejem—
ji 1cm, el Te-circuía. Fu u ci amíi etít al cíe Existe-u] cia y Uiii ci<latí cu~ ITierkti [51] lid gm u a 73) tí mie
existe tina scml tíción Itícal 1>”> en (a — 6, a), pant miii 5 suilcieiiú=uiicvite 14 qí un o A<le-más,
77)2 es C tic (a, a — 6) —* £ (IR”>) (o C’ de (a, a — 6) —* £(V —‘72, Y’”2)) - L» ac¡ui se decítíce
(ve-ase, peir ejeviijilei, el rretireu>’ia 2 dc 1=ateí[38]), para el ca-so ele fuiní momíes gel]eraics .1,
<¡míe >‘.112 es sol tlciói] de
(11.18)
{ i~”2 (s) +
73fl2( ) [)?U7)72(q) = 73?)2(~) D”’f”2 ¡r.¿9:ri
ri)2((t) = O
cuí (u —5, ti) y <Inc r’’> E 1-1 1(0, a; IR”>) (o y112 E kJ~(0, ~i; Y’”>)) - Además, p
y (:(:imi s E (a —5, a), se- satisface (1116) (o (11.15)).
ama estás soiticiones
Lema 80 E.z-r?9te una constante e > O tal que
fi P~ (.s) ¡ ¡ cq¡ —m (ui,1’),V”’) =~, ~¡p11> (s) ¡ ¿~ V—”’,V”’) =O y ¡ ¡ 77U(.s) ¡ ¡ ¡nr. x j<n. < ()
cori (7 ínídepe,ídieníte dc .3 E [0, CL] y de ni E IN - El
Deniost ración: Cciii la titít ¿te i ¿mii usatí a e-mi la <le-fi vii ción <le P”> .y 4:0ti .s E
el t:a.iiiiii(i ele varialile :r: u = -s + zí (a — .s) , zm E [0, 1] y defininios
[O,it), hace-iritis
-y7(zm,x>2) = yU(
5 + zm(CL — s),x2).
(seguí i u-e-unos cl ni étei tití <le la cleineis tracíóií ti4=la. F> roptis i ción 72). IT) e este miro~lo
jjb~jyU ¡>2dzídu:2 +
= — -~ (a — s)h,
(a — j-~>¡B~ >2(Izi(L02
»I)2¡~ >H—1(o,t)xHg(o,b) -
¡¡ [>112 (.s)h ¡ WU = ¡ ¡ -y~” ¡p 1k <¡1 <U ¡ ¡c(ío,íjv”’) < (~‘ II ~4’>¡¡ ~• ,, < 02




¡¡ ~“>(s)ít ¡¡v,~< (7 ¡¡ lo ¡I4—’(O,b>
SI
78 Capit u lo 2. tau torízaciórm de u rm ¡>rob/eríu a> e//pl ño SI
u:cííí (1-’ iticlepetmclieumte tic .s E (0, a] (cl casc -s = O es trivial) y itt E IN. Así. olitetienios SI
<lime ¡~ 1>’’> (s) ¡ ¿~n—’ (tm,b),V)a) está uriiftii-nicuneuml:e ¿icotatítí. Acleríiás. ctiimíti Y’’’’ G H (0, 1>) SI
es iii>’ a mii ye-cc moui cciuí Li mmiii a. te-ticiii (is que
¡¡ P”>(s)It ¡Ivr< ¡It> ¡¡vn~ SI
comí (1 inthepen<iietite de- -s E [Li),a]. IT)e e-sta fornía ¡ r’m (s) ¡É(v—’n,v.) í,sta> imnifortiiemrieumtcr
aí:eita.ela ti, et¡uivaie-iite-muie-mmte-, ¡¡ 1-’ (s) ¡fn’ ~ ira está uuiiifot-inemente aí:ot¿itla. • SI
ltnttitíces, por el Lemuia. 8<), cíe-titíciíííos (aíilicammdicm, poí- ejemplo, el Com-cilai-ic, 2 cíe Ftmer l<o SI
[Si]. págiui¿t 90) <¡nc 1» es uuuía stiluicióii global tIc (11.17) \‘ es CV ~>[~> ~] ~ /( Y’’’> Y’’’’)
lic este un(idio, apI iu:aííclcm <le nmie-vo el Te-oremii¿t 2 <le Nato [:38].tletluu:imiios <jume i-’” es uiuii
solmiu:iom global (le- (11.18) y í’’> E H~ (0 a Y’’’’). SI
Rccííirocarner>te, si TIU (.s) E O ([O. a]; C( Y’—”’, Y’”>)) yr’~ (s) E 1>11(1) a; Y’”>) 5(ivi so>mi mi—
111
emomíes gitíbales <le (11.17) y cíe (11.18) resliectivavi]emíte y ff’> = 2/it~~
1 satisfai:e SI
O:r~ r. + <IU¡>\ E [0, 1
<3; 2 ¿9í7”> ;k>
5) ~ <Lj SI
1 ~ (0, 2:2) = ~ < ~ ~>‘1 >
11~u (o,b)xng(o,rq 14)1,
<~lecluiC.iinos (sigmiie-iitltm los mismos pasos líe-Ni cmi sentitio inveiso) <¡míe. y’’> es s~iImición ‘le SI
?)2
~2-:~ ¡ (di (II - 12)) y ji or Lamí te, Jj ‘~ = y - [)c este uno cío, hemos ji rcm i~matí ci el si gtiie tite SIta>cl(i:
Teoren~ia 81 1> E C~ ([O Cl]; £( U>”” 1/112)) f] >~>‘‘~ E ¡Ji (0, a; Y’”>) son solaciorí es glo bales SIde (¡1.17) fi de (Ji. 18,9 respectivamente. Además se verifica (1¡. /6,). El
A Ii tmu l>~ í a catí a. u E PV y para> :ati a> sc E 1-14 (0, a: ir>”>) te-ii e-m]í os c1iie SI
1’ Bif 1’ 7>y>
____ al By”
’
Jmj/oO,ik £ m :í>2 )sc(u: íu) ~¡<~i¿tu:2 = <¡<ni ~ ¿Y:ru u ( :r2 ) cp( :r: i ,:r:>2 >1:í: í (1:1:2
¡a,1’ fl.’~> ¿3 ¡tyb ¿3r’’’ SI— a>>~ (ni :n-~) [(fi”> (:r )sc ¡ r ) (£2)] CI:r: (1:1:2 + (:í: u , £2) sc( e í,:n2)Cí:rí di2¿3:,:
-mu-mm Br~ i JoJo <tú1 SI
jiiicstt> (¡líe, ¡mor el rl~ecmiemii¿c 81, sabemtis que ttmtlos Icís t(ruiiiiios <1ure apamecemí e-ti la ultí iría
igmmalciacl estáui l~íiu=um cludjiujtl<is Ahtii-a, coi]uo ( [>‘‘‘(:í:í )s¡ír, )(:í:>2) E A’’’>, aj~ulvi:amudo (11.11)
ti l~, te-u i (rumí 05 (~uie SI
¡-a,¡-b¿3yt’24 = ¡‘~1’ <It’”’ (:í:í ~¿?!i>Ñm )(:c2)sc(:í:í
JoJo¿)u:ik :1:1 , :l:2)scyI: i , V>2)ClV u (12:2 JcJmm du: i O£u >> .:l:2)CI:cu úí:t-2 SI
+ ¡‘¡1’ ~ (u: í ,:í:~) 9<1 [(1»,’’(:í: u )sc ¡ Fr> ) (u:~)] ¿tu: u
mii) e :1:2 SI
SI
3. Un a- jus tith:ación crí /a ¡orn>’ ulachin de la ecmacic5rí dci P y /a ecuación de r. - 79
— fU < f¡my , P”2(x i )sc¡rvu >
11í (o,b)xHg(o,b) dx>’ + ¡J +i1(xi , x2)sc(xí, u:2)du:idx2






<¡<cm (u: u) ~ ix, ) (:1:2)5 (:í: i £2) dxí <í£>2
¿9(:02)]—Á—-— [(P”>(:o í)sc ¡ Fxm ) (:í:~ )] <1:t 1
pap1’ ¿9r~’> ¿3
+ 10./O ¿ht2 (3:1, :r:2) > [(P”’(u:~)SIi½m)(:>½)]d£í(¡<1:2
Bx>2 ab ¿9>-”> ¡
—1 -< 1¡ra>~ £>“>(Á:u )S~F>u >¡4< (o,1’)xHg(o,1’) (1:0>’ + jjf j0>’(:Éí :r>2)sc(:0u :ov)d:í:m Ci:0>2.
[)e mm mievo - (:dim>’] o sc E [14(0, a; Y’?U), y<~ E H—m(0, b) y f E ¡<>2(0, a; jJ—i(O, 6)) sum Imínciones
arbitrarias, musan u~i(i ~uc E”





= O en C([O,a]; Y’tm)
en L>2 (t), Ci; Y’”’,)¿>32(:0u) — P”>(x~) ¿9:4
7~?U (:i:>’) Fi”> (:ri ) f ¡114 ) = O
para cada fío E 14~ (o 6) y f E ¡<>2(0, a; 11 (0. 6)). IT)c este ii]otl(i
¿3>2
Fifl>(:í:m)2.~jP?U(xi) — I]ws)Qo2) = O crí ¡<2(Q, a; Y’’’>) Vy E {l
£2
(1L20) Br”’ ¿92— [i”>(:o) ¿32 ~“‘ (3:1) — E”> (u: í ).f ¡ ~1 ) (u:2) = O cii ¡<>2(0, a’; Y’”2)
¿92
(¿í<¡ mmi <j ujercíimos se-ii alar de- nuevo la mcl aci óím (>~iitre- el oííerador S(ili met3x~ -
[)2U ~~i~>’]> aramí <leí estas ectia.CIOi>’e-5 ce mu las ecu m aciviii es (II - 1 7) y (II - 1 8)).
Y”” y la. m’iíatriz
34 Paso al límite.
Teorema 82 Para cada -s E [0, a] y ¡íara cada lo E Hí/>2(O, lí)* se tiene que
—* P(s)h en la topología de W’>2(O, 6). El
Demostración: Siguictitio con la u otacion <le la Secciómí .32, para catí a> 5 E [O,a) (el caso
= a es trivial) y para :a la Ir. E ffí /2(0, b)*, tetiemos que 1-”” (.s ) lo = , donde j’”> C X<>









2 = — < It, sc(s, ) >flh/2(o,b)*xflh/2(O,b)
u ¿33:í ¿3:0>2 ¿9:02
V cp E X7 -
80 Capít mr/o 2. F’aetorizac:ión de tít prolí/eína e//p tico.
Ermtcnn:cs, tomííamicl<i el C¿15di paiticu>’ ¿mm- 5 = y ¿tplica>imclci la> Pí-cíptisiciómí 62 5e deduce
[aci 1 miiei>’te <¡me
fi 7>2 ¡¡HI((a<t)<O1’fl< e fi lo I¡HhI’(tu,by -
Dc este- modo, existe z E ¡J~ ((s, a) x (0, 6)) tal c¡míe
-y~~> —> z en la tcipología ele-ti 1 cíe ¡Ji ((s a) x (0,6))




1! ¿9:í: m ¿95 d~ <1:0>2 +
-a-ti ¿3:z: I
~ ¿99”2 _____
o ¿3:02 ¿9tp cix jI:í:
2 = — < lo, sc(-s, -) »Hm12(O,b)*xJIm/2(mm.t)si ¿3x~
½‘si 9as aa] <is al lii>’>’>’ te, temí i e-ti cío en cvi en t¿r la ITí rcipos i cióti 74 obten ci>’] cís c¡ u>’e
b ¿jz ¿)y
¡ajo ¿9-r: d i<í:r>2 +
- i ¿3:0>’ J
Uf 1’ Bz <1IP
1 ~ dx m
aJO ¿93:2 ¿9:0>2
— < It, sc(.s, -) >ñ1/2(uu,tvxñl/2(uu,bí
Imara. u:acla sc E Xa,m>u {-v E fi>’ ((s, a) x (0, 6)) :vj~ - = ¡,, O }
ttímím¿ííí<lcm miuí¿t su i(:esioui 5k E X Ial qmie 5~> —>- sc ci> la tojioltigia u:le
es tcm se jium ccl u1~ pitíl , ¿ti
e-stcm imícíticí, z es i¿r seilirciémí del jurtmbleuíía
<:3>2z ¿3>2z
¿3:o~ ¿9:4 — O
zlr = O
¿3z
= lo,B:rí Hr. 0
y ¡mor tan t(i, ¡‘(>3) ir = zj~. - A Li ora pode-mí>’ os tied mí:i r <¡tic 1 a u:cí mí ve-rgcmic ma e-mí (11.21) es cmi i¿t
tojicíltigia “fi>’emte” , pi>’estti <¡míe
¡¡ “> — z
¿9(9)” — z) — z) (1:0)41:02 +
— < lo, y?U(s, -) >IIm/2(u>’,bpx142/2(O,b) — (jj.f1’
¡tyb ¿3(9)’> — z) ¿9(-yI~2 — z
)
JaL ¿9:n~ ¿9:1:2 d:r
1d:i:2




Ja Jmu ¿9-0- <1:,:
-2 ¿9:1:2
— (.1< ¿4~;;;~; z) (í:rm d:í:~ +
— — (Jiu1’ : ~~t:jz) dx~ etc
2 +























3. ¿lima jtistiflt:aci¿rm en Pr tcn-r>’>’ urlación de Ja ecuación de P .~ /a ecuación de i. 81
—y O ctí aí>tic> ra- ti e-ti <le a ~->z-
Fi vial mííei>’te se cciii clu mye la de-tntistra.cióii <leí tcorem>ía tísatí d(i el resmiltadti cíe trazas <le la.
P !<>jiti5 i (:i ¿mi] 62.
u
El resttm tic esta scccióuí lo deelh:arcmtms al pastí al líuíi i te tic 7”’.
Teorema 83 Para cada .s E [0, a] se tiene que
r”’ (s) —> en la topología de TÍu/2(Ob) El
ID emostración: Es la ii>’isuna demiitmstración que e-ii cl ‘Tetircí>’>’ a> 82 yíerei caní bíai>’cltm 9)”
p <mr /3”’ y temí i ci] tío en cneuit a la e-cm>’ a(:i(ii] qule- satisface /j?m2 -
u
¿3>2
Leina 84 r”’ , (1>”’ (:o ~)¿i:o~ n”’ (u: u)) (:0>2) y (Pm (:o í)f ¡ mx,) (£2) son fíníciotres
acotadas etí ¡<>2(0, a; 114(0, b)). El
Demostración: Para- totio £i E [O,a] se tiene que
¡ ¿9>2 ) ¡11’ b11 [i’’>Q0Vt~7”U(:0i¿3:02 o (tu,)
¿32 ¿9
< cm ¡¡ 2r’’>(:oí) ¡H—u(o,b)= C:í fi —4—--—r”’(xi) ¡L2(tm,1’)= e>’
0:0>2 ¿3:0>2
7tntforrt?eln e irte
¡¡ r-”’(xm ) ¡Lug ¿ti~> -
(ac¡ mmi hicuuitms m>’sa.clcm cl Le-ni a 80). i)e este míícmdo, tetiemos <¡m>’e-
¡1 P”’Oom ) ]~2r”’(u:m ) ¡lL2(O,a;Hg(O,b)< ei ¡1 ~“> I¡L>2(U,a;Vm) -
Ah u~íra, ITí cír el Leí>’ ma 80, íiara totití :o í E [O,a],
¿ix>’
)Qr~) ¡v”~ + ¡¡fi ¡ FI, ¡
¿3:01 IuHh/2(ti,b)*~uu lux1 iVPU 4 mi ~ jF>, LHg(mi,b) -
[)e a<¡ mii, mítil i zai>tio el (:aso iíarticmíl ar yu = O, dedmici inos qume
(11.22) Ji ~ ¡iL2(O.U;VPP7)= (:2 fi Ii”> ¡¡nu(O,,,VPI.)< e-1 U 1 ¡¡L~dOU)x(O,1’)) -
Acicmvi ás , tic míncveí ¡itíí el Le-mi>’ a 80, j~ara casi t(i dci :0 u E (0,a) se tieu>’c q ile
¡¡ (P”’(:ri )f¡r2m )(:r~) ¡¡n’g (o,1’)¡¡ (P”’OOr)f¡r,,, )(:t-~) ¡Iv’n < <4 I¡ 1 I~2, ¡¡H—m (0,1’) -
Bu ttm Ii u:cs, comi>’o J E ¡<>2(0, a; H — (O, 1>)), se <lcd tice <¡tic
¡ ([>~~2 (£i )./iF»m )(:o>2) ¡ L2(O,a;jIm(0 bfl>< (:4 ¡¡ .1 ¡¡ L’(O,a;H—’(Ob)) - u
82 Ca¡nl u/o 2. Fae tor-izaciórí <le u ti prohlern a elíptico.
Corolario 85 Existe fina constante e > O independiente Cíe ¡ tal que
¡ 1 ¡741 (tm,r>;Ug(t,b))< e fi / fi¡ >2(O.a;II—u(tu,1’) -
Ade¡¡n-i.s
~.112 —s r e,í la toí>oloy/a <le ¡<>2(0, cí; Hm/>2(O 6)).
El
ID eni ostración: IT)e (11.20) y cl Le- iría 84 se p tietle <lcd u cir fácil muí e-tite la existe-ti’: i a (~l e la
c<mvist aríte e > t) - Emitoi> ces. coníci 111(0, a; 114(0, 6)) c C([O, a]; 114(0. 6)) es muía imive-ccioiu
con tít mmma. dccl mmci u u cís el restul t atio a.p Ii caí) cl ti el leore-mii a 83 y el Te-cm i-eu mía cíe Le-be-sg mm e-
u
Corolario 86
7”’ —*7 en l(L topoloy/a débil de ¡<>2(0, CL; ¡¡4 (0, 6)). El
Demostración: Fior cl Le-una 84 saiiemi]os <1mie existe- -v E ¡<>2(0. o; 1>14(0. 6)) tal qmíe.
7 “~ —4 -v e-u i la tcip(ilogía <VIii 1 <le ¡<>2(0, a; 1-14(0,1>)).
Aclemiuás, pci- el Coitilatio 85, sabe-unos que-
o’’’ —* o ci>’ TV((0, a) x (0,1>)).
l?umtcimiu:tts. Iiom la tníiciciacl del línuitc, -u =
Corolario 87
a
7~”2 —* e en la topoloqía débil de ¡ji (O. a: ¡14(0. 6)).
El
II) en>’ ostraci ó u: fitír el Como 1 ari(i 85 sabcí>’ícís <¡tic e-xis t - u c ¡<>2(0, cí; [14(0. Ii)) tal <¡ mi e
‘2
______ —* u e-ti la tcmpologí¿m <lábil cíe ¡<>2(0,’i; 114(0,1>)).




Li>t<> mm uI=s7t = ¿ir






















3. liria justiticm:iórí crí la for-rn ulación de la e:íraeión de E’ ~y la et:t¡ación de r - 8:3
3.5 Ecuación de Riccati de P y ecuación de -u.
Emí esta> seccióm] imítemítare-mos tiar 5Cu]tido a la <le-función (le soluiciórí <le la ectiaciótí <le
R.i cca-t i de P y <le la ecnaciót> de y -
Observacion 88 í<~F eh Corolario 87 salicm(is que r E 111(0, a; [14(0,1>)).
cíe-funi ció vi, i- s(il o tic ¡idi ele dc .1 (es <lecí r, <leí termi í>’tm cíe la ti ere-di a ci> la
1> rcmb lenia (‘P0) ) e- f~> - Pcír taí>’ttm, p<~cíe-mu tís ym ciii er r = rj cuí el cas cm y,, = 0.
Ademas. ~
e-cuia.(:ióum <le-]
Lema 89 (P(xu) j~—Hrrm)(u:~) C A’o pai-a todo sc E Y y
¡¡ (I»(xi)¿90’~ ¡rs, )(3:->’) ¡¡H’((O,a)X(0b))=¡¡5 ¡¡Y - El





en (0, a) x (0,6)
iO
i)c 1>’i] ¿í mí>’aí>e-ra si ni i lar a lo líe-che> auiteuitiu-uiiei>’te-,
sc(:rí,u:2) = (F(:om) ¿9~ ‘itu )(x
2) +
7fl’p (:o 1, :02)
y pdir tai>to, ¿35
[i(:n )— ¡r~ )(:É2) = sc(xí ,02)
Ox>’ — 7A~(:0>’ ,:02) E XL




Corolario 90 (P(£í)sc¡F,, )(u:2) E Xo par-a todo ~ E Y’, donde
¿3>’f’Y’ = L>2(O,a; /14(0,6)) fl {¿¡ : ¿9>2V
’
+ E L7(0,a) x (0,b))}
¿32 y ij-9~>2y
¿3:4





¡1 (P(xu )sc¡r14 )(:~) ¡¡nm ((o,U)X(ok))= C ¡¡ 5 ~¡y El
Ga.pír- miJo 2. F’ae tcíriz¿mciórm cíe un pr-o bIci>’>’ ¿m cliptice -
Dern ostración: Seatí sc C Y’ y ir>?,, (:o í ,:r2) — j 2 ~ :02)d-s - EFitotices
sc(
u em-a. si u> u i lar a 1cm Ii ta:i mci cuí ha cte-n>’ost ra.:i ómm <leí Le-mí>’a 89,
(11.2:3)
<½E Y> y, tic muía—
mt~,,(xm. £2) = (f’(u:~ )sc¡r,,, )(u:>2) —1— 7sv~C01, :0>2).
E iii aluíí críte, cmlite-ti evii os el mesuilt atití api i caí m dci el Lcíiia 89.
Lema 91 ¡<a apííca’iár¿




¿3wB:oi (:ri u:2)d:r: i d:o2
con >‘,. u, C CM ((1), a) x (O, 6)) o [1~ : = q% = 0>, define, p<>í- cot¿títíutdaCi, arta aplí—
cactoti bilir>’eaí fi continua de Y x Y —y II? El
Demostración: Seam i 72, 7V E C>
0 ((Li), <r) x (Li), 6)) 0 { 7) : 7)j
22 = 7’j,., = ti> - Entonces -
¿3>21) ¿Im y) (:c2) (xm :0>2)(1:r:m d3:2¡ =
fU/dI ¿9>27, ¿9w
II (u:m , u:2)(Í’(:oi ) u>’,,, )(:o2)dx i (1:1:2 ¡
= JoJtu 0:4 ¿9:o
¿91) ¿3d,
— ir u (ti) > ¡ e,) (£0 > ~i /2 (0,b)* x 112/2 (Ob)¡ (0, :oJ (1>
¡ab ¿9>’,
____ (u:,,+ ¡ ¿3£í :1:2) > ( P(xí ¿3W )(:o2)d:om du:2 ¡
¿Ltu ¿9£>’ ¡Fi,,,
e ¡¡ ti ¡¡y ¡¡ dr ¡¡y
atl tu heuu u tís aji Ii cací o la i~ rcípos i ciótí 62 y el Le-tu a> 89)- IT) e aquí se tiIiti e-iie el mesmmii: ací o
l:eií i cuí cití e-ti c:uí cii ta <¡iíe C~ ((O, a) x (0, 6)) 0 { u y = ~ = O> es cíe-ii stm ci>’ Y (ve-ase cl
Le-mu ¿t 1 .5.3.9 <le (Irisv¿trtl [34]).




sc~ 7/) E C~’$O, a) >< (ti, 6)) o {-v :
cacton bilineal y co>attnua de j/ y Y’ —* IR.
SI
(::i)-eb (:r:í , :r:2)Ctm: mCi:!:2, SI


























3. lIria justificación en la torrn ula<:ión <le la ecuación> de E’ .~ Ja ecuación de ,- - 85
Lema 93 La aplocacion
P(:om)—<-—~ Hm¿3:0>2
¿9w(:r2)— (3:1 , :02)d:01 dx>2,
¿9xu
E C’0 ((O, a) >< (Li), 6)) 11 {-v : -v’~,m = = O fl define, ¡~O7 conitin7tidaCl,
CCI(LO?í bilme-al y continua de Y x Y —* IR.
una a¡>li—
El
ID emostración: De tina íl>’au]cra sim i lar a It> líe-elio cu~ la chcmtmst raciótí del Le-vii a 91, seat)
7), ni E C~ ((0, a) x (ti, 6)) fl { 7) :-vy = -ej
2 = O> - Eíítemmuces
¿9>2-ii
([‘(u:í) >2¡FXu ¿9w(u:->’) (xm,:o2)dxmdu:->’¡ =
¿33:1




= ¡ Ji0 ¿9x-Á£í
¿3 ¿3w
___ (P(xr)3:2) ¿9:02 ¿3m,
(atí md he-unos ajil ica(l(i el Le-una SS)).
Lema 94 La a¡>licaciánr
(sc, m/í) —* jyb dP(xm
coní 5, V’ E C>”((O, a) x (O, 6)) fl {7)
aplicacioní bilinreal y conítitíua dc Y’ x V —* IR..
= uij~. = O>, dejine, por conít-ní7¿idad, í¿ría
El
ID ernostración: Ve-renítis tj nc la aííl caciotí
(sc«½)—~
1111’ ~hT([‘(xm)sc¡r>, )(u:>2)7k(:ou , :n)dxi <1:0>2 — ~(x) 5c9:¡: ¡ e,,1 ) (£2)ík (:r:
:tiu] ~p, 4’ E C~’>7 ((0, a) x (0, 6)) fl {v 01r = >~~ht~a = 0>, detií>’e, p~ í:omit¡títumtia<l, e-mía
aplicación 1) iii ríe-al y cciiiti tina tic Y’ >< Y’ —y IR. Apl i caí>’dci el C círtulai-ití 9<) y <¡uie 1’ es tui
cipe m-¿íeloí- ami toa(Iij mí ti t(i se (u)t iei>e que
[‘(3:1)5 ¡ rxu ) (:0>2)4(3:1, :02)d:o <1:0>2 — PUÉ 1’
“‘OJO
[‘(xi) ¿> Fxm (:n











—< cmb sc ¡¡vb 7k hv t )d:r:ud:r:>2I.I
8<> Gapít: irlo 2. Enctorización de u ¡u ¡í¡-otm/=r>’ja el/ji tic(>.
Fi mia>lIuieuit(=,íidmu la Pucmpcísi m:it’mmí 62 y el Coi-cilai-io ti.
1’ <:9sc¡ jj/ (xu - :r
2)(f (:01 )>1kJFxm )(:v2)d:ouCLO2J = ¡
tu ¿):í:m ItL/b ¿9- sc(x :02)—cf—— < P(~01 f<k ¡Fxm
-+- < sc(Li), :¡:~), F’(ti)¿b(O, :ú~) >U1/2(o1’YXHt/2(uí1’) ¡ < c~ ¡[ sc hv¡¡ 7k ¡y -
• .4










¿3(:r>2) it:2 )V’lm-,,, )(:rt>’)c1:riui:r2 \/ sc,1k E Y’.
E
1)ení ostración: í:íara> cací a Lp, 4’ E Y’ te-míe-u míos (m>’s¿tmmtio 11.23) tí i te
~‘2-¿7
sc<kd:ou CI:t2 =
paf 1’ ¿9 -r> 1’ ¿9
lujo ¿9:rí (F(:om )s¡r~, )>‘kdu:i CtE2 + j/ y~is~,i/)d£u Cl:0~ =
— 0/JO
1’ <~u u ~ ¡ r-,, ikCi£ u d¡ 2 + JI] [‘(u:i ) ¡ r,,, <dx u <1:u:>2 + 0/] >~ rA,,~. ibdu: <1:4:2




3/1’ > sc ¡ r>
21 ~k<~:~1<1 0>2
sc~k~:í u <í:t2 =
+ ¡¿¡1’ J’(:rí)(áí:j ir,,2 7kd:C d32 +
<
9>27ks
u) >2 ~t? t§<ix u <ir
2
¡<y1’ ¿9
]uu-!O ¿9:0 u ~ 7k (lx í Cí3:
2 -
Emmtoiíces - misa¡ icho cíe umiievti 11.2:3 y u~¡tie 1’ es uimí típet-adcim- ¿ímitoatlj mííítcm, ule-tiuicinios <¡míe
{ I ¿[it dI’( r1
)
5 tu uk<í:ú ¡(1:02 +
mt ¡tu d~
¡¿¡dI ¿3
.2< i’(x~ )sc¡r’, 2 ) ¿9 )<í:m:í ¿1:4:2
¿3:4:2






















3. ¡Ini a jtstificacióíí cuí la fon-ra t¡Jacióní cíe la ect¡acuon de F> y la ecuación de o. 87
+{j>j/1’ ¿3 f ~pb ¿9 ¿9
¿33:1 rá11>, íkdu:u CLE->’ + JoJ0 ¿9:0>2 (102 (t>(:0>’ )V’ ¡Ru ) d:o~ ílx>2 -
— fJ P(:om )(—iS-u,~) ¡Ru ViCto1 <1:02 } = O.
Esteí Cdii] cl tmye la demnostraciomí m m5a.i] iltí qtie el segmil] títí t~ru>’] bici eí>tre :orchctcs es i í>vari ai>te-
p~tia todci 51 tal timíe
¿35 ¿9>25 t)>2~~
¿>3:Oí ¿)u:< u
t ro se-u>ti <i(i u~ie scíl mmci oti se p mie(~l e <1am- (:emmi] o sigue:
Teorema 96 El operador lineal 1>’ es solución de la eeuac óíí tipo Riceati{ Cl P
f>(a) = O
¿»2




1 — V~l:o CI:02 =Jimio ¿9:1: u
~>~1’</ )fsc ¡ )ukd:r 1<1:0>2
¿9 )d:oí CI:02
Bu: 2




Jíu-I mm da: í ¿9:o
) (l:0m<l:0>2
¿3:oí
¿3:o Ru )d:ou <1:0>2 V5, -1k E Y.
F>(a) ~ El
IDemostración: Es siunílar a la dcl rp 95 (vease la> tícunostración del Teorema 97).
u
Teorema 97 [i<j7yj cada .1 E ¡<>2((O, a) x (0, 6)), la funciótí r = r~ definida arriba verifica
la cc7ta>czoIí u
¿97-
— 1>— = r>1{ Joí
7(41) = O













‘JO ~~>‘1 (1’ (u: m ) 7k ¡ Frm ) <1:0 i¿3:1:2 ¿3:0>2
[‘(u:i )J~¡Fum 1k<L <1:0>2 = Li) V-~b E Y’
IU¡b ehj $ji(
- cu.imi ¿3:4:2 ¿9:02










Eíítouí ces, sí segm i mutis los mii ismnos íi¿tstís <¡míe e-mí la clemuiostr¿tcióui <leí leot-ei>’rt 95 tmliteneí>’icís
l¿t cleui>’<ístu¿teíóui <leí leot-emui<t 9(i y <le- este ji rcililenia.
u
3.6 Conclusiones: El método de factorización.
0V’ ~y»1 )dx>’ (1:4:2 .4
Alicima, Si fi C Y es ha
te-5 ItIt ¿t<l <ii:
sc,lmicic,ii <le ([‘mí) (cciii u>’ = O) y 4 = ______¿)u:m
.4
teiieii>’tise->l 5 i~>u u íeui te
¿
9>’íTeorema 98 4 ¿3u:i es solucior, (leí íi7~ible>4tCl
¿94{
en cis iqu¿ ente ser m tído




































.3. U;> a> jus tífi<:ación en Ja Ibrrri u ¡ación> ele la ecu aeu5n ele 1’ Y /a ce tuacior? <le o. 89
— ¡-“r1’ ¿)rj ¿39II —dx~dx~— <yo,scjr0
Jo/o ¿3:02 ¿9:o-= >Hm12(Ob)*xHm/2(ob)
Demostración: Es cdmí>sccuíencia de la. elcflnicióu] de soluciót> cíe ([‘o) y los restiltaticís tic
las secciomíes previas, tisatí tic> ej tic y ¡e,,, P(:o í)4 ¡ ix, + ½-
u
nicm cotí cius íoui , p(idIe-unos expti í>e-r el sigu ie-tite restí 1 tado:
Teorema 99 La solucion del Problema (‘P0) (en el caso y71 0) está mtnniocairtente de—














P4=—f— 4(0) = —yo
= [i(o)4¡r +7’JIF~rm El
Observación 100 ITíotíeu>ícms dt=relieve que e-ii el Tetire-íiia 99 t>’o deciuntis tiatía soL re- la
mio-mci <latí cíe- soluciomí <le- [>, r~ y 4, sí m]o sobre la unicidad de la fmmí>ci<5n y ¡ F>, = > P(:í: m 41 rcu +
¡ r>,,~ p¿ira te><lo (1>, rj , 4) solucion <leí Sistei]i a (11.24) -
IDeinostración del Teoreina 99 .Se-a (1’, rj, 4) íuuía solmíción del
1 mareinos quie
sisteirma (11.24).
es solmícióií de (‘[‘o) (cciii y
71 = (1) y por tai>to, lior tun cidad <le s<íluciói] riel 1’ roble-una (7%),
í:ciii cluuiíemííos cl re-suIltaci(i.
AIi cír¿t, p ama te)tío ~ E 1-’ , si tleí>cít ai>’]cís ¡ior 1 a> 1 a cxpresiomi
+ ¿ 2) CL0~ <Lo2,
















+ c>r1 Ctp”\ d:ojd:o~¿)x2 Ox2)
Cap/tmí/o 2. Fac torízac¡or¡ (le tini pr-o/fiera a cliptic:cí.
¿94 ¿9~ ¿9r~ ¿95j ¡ +9 ¿):ou
¿9:í:u Fsm
¿9
+ ¿9:o~ (P(u:i)4¡r> ¿3~ ¿)7j ¿95) i + ¡ ci:rudu:->’.
¿9:0>2 6:0>2 ¿33:2/
A<¡mií pdii]e-uiIOS che- i-e-lícve- <jm>’e todos leis tei-imíii>’os che-íítm<í <le- la integual están Iiieii <le-fi minios
ve-ase el Le-muía 91). Etitouices, por la <le-fi iii(:iómi th scíluícióií de 4 (ve-ase el Te-tire-vía 98),
teumetiicms c¡uut~
-ab ( (3:í)4¡ FTm
d:t¡ ¿9x~ + P(:ou) ¿9u:u i>rm ¿3m:>’
¿95 ¿9rj ¿3p+ ¿):ru Ox
+jsc < f/uí, 5 ¡Fc >9’ /2(01’) * 9~ /2 (lib) —~ ¿3y “~ <1:01<1:02¿9:r:í)
5’ ~i<,r 1 cís ‘T ore tui ¿is 96 y 97,
¿3
¿90
C9) (¿3:1:2 P(:ri) Fxu )
¿34 05
+ P(x>’)—i-—-——¡r ¿9:m: u
+ Íi( :4: m ) u i>xm ¿95 ¿9í~ ¿3 ( J>’(:u:
¿3x i — ¿):o¿ ¿102 ¿92: ¡ KL,) + sc
— < Jio, Lp ¡ 1>-o >91/2(0,6) * x lo i /2(01’)) Ci:t m tía:
2 -
Ahí tira, m:tíulíe’ ( [‘(:0 u ) ~- mx,) (:0>2) E Xv (ve-ase- eh Le- i>’>’ a SP), pem<lemii os u>’ ti 1 izar la. fui mí cíomm
1» (:oí ) j~, ¡ ~,)(:02) como ftincióii te-st e-mi el le e-tu 98. Atie-mí] ás m íti Ii zai>’]tms t~ mmc 1> es mmi]
op e-ra.(~lor ami ttmaclj mít>’to - De este niodo,( ¿9(




5 ¡ t~>ó >9p (ím,1’)á x 9’ /2 (tmb)) du: í <1:1:2 -
E ~ríalnucri te. su ti saínos la fótímí nla de (líe-crí, ob te-new os que
jjíb ([sc— < 3/o, sc¡r
0 >lo¡2(oÁÓ*xlou/2ym,o) (¡ru <1:02,
ití :mi¿tl i miípl i ca. (ve-ase la. Defi>’] n:iótí 63 teiíiemutlo en citetita <¡tic Y» es utíí suibctmmij mí tito <ictíscí
che X0 ) q míe Ji e-S la. ti iii ca. seí iii ci óí>’ cíe (Pum) y cciii cl u u ye la. tiemtms t raci <; í> tic] le-tiremí] ¿
4 Problema de control optimal asociado a la ecuación
u
de Riccati de £2 y a la ecuación de w.
Eíu esta se<::ióti miícisl:m-aí-emiieís <¡mie la. aliau-íu:ió>’m cíe u mmí¿t ecu>’au:ióíi tiptí Itic(:¿ítí ( las u:uia.ies


























4. F>re~bJeru a (le control optnnal asocníc/o. 91
ve-ase- cg. la Secciói> 4 <íd Capítulei III tic Lioí>s [40]) no es jior (:asm íahída 1. [‘ara elící
i]l cistra>remi>’tms la> relaciom>’ e-i>’tre i>nestrcí íiroblerí>’a y ni>’ pu-tibien) a. tic (:oi]trtil tijitirnal -
Comncí l>e-t>’]os he-che> la j tmsti Hca.cioum (le las ccmiacioí>e-s <le- 1’ y r cotí Jp, = O (por si unpli—
dad ) , tui es ta. se-(:ci ómí tít iii zarei>’>’tms el cm¡icratior Q y la fuiií ci cmi -w dcfi iiicítís e-i> la S ccci óu]
2.2 y cdiii f/0 O (¡or simíílicitlatl).
Re cdi r(:l cii>’ tis el p Idi 1?) 1 e-vii a.:
¿9~>2y ¿3>2y
— ¿3x~ = e-u> (O, a) >< (0, 6)
(Pa) - yj,>- =
= O, f/ir~ = y,.-
- ¿9xu
Fi¿u>m.a> tcítlcí y E U = ¡<>2 ((0, a) x (0, b)) (espacio dc (:cmu]troles) cle-mítmtaí>’>’cms i p~ vh) E
1-1 (0, CL; ¡<>2(0,1>)) a la. solmiciól] ele
{ — = 7>’ Ci] (O,a) x (0,6)
y(a)y
Taviib idi cheí>’tmt amtis
1I~á = {v E U y(o) E X,fi, }
al e-sp ací e) <le cciii t rtfl es atíní i si Ii les, tltmí> <le
= {lr- E L>2(0,a; 1-14 (0,6)) 0 H’(0,a; ¡<>2(0,6)): h¡F,, = yj.
El estaelcí <leseado z¡ está dacio ptír
¿9>2
zd (~j—1f E ¡<>2(O,a; 11>2(0,6) fl 11¿(0,b)) c ¡<>2(O,a; 1-14(0,14).¿9:4
13 mm 5c¿i>t]] os-a E U,,,, t al <~ míe
-1(u) = mf .1(v),
VCUúd
cícítí cíe, para ttn ití ti E l4’,~,,
.1(v) = ¡ ¡ Ji(V) — Zd ¡¡ L> (O,cgH¿ (0,1’)) + ¡ ¡ ¡ ¡ L2 ((Oc.) x (Ob))
— ¡U ¡¡ ¿)f/(li) ¿3za I¡L2(Obí (bOu + ¡f v>2du:
1 <1:02. -
¿3:02 ¿9x>2 ‘‘‘ 1040
Em es te jimiii ttm iu os ci] cou trau>’ os cotí el prtmii 1 cuna ti e qne U71>, í>’tm es ni>’ su>’ bctmí>’j um u to cerradci
che- ¡<>2 ((0, CL) x (O, 6)) y por tamíto viti ¡íocle-mnos uísar di rectanie-mite las te-cuicas clasicas <he
92 (hi~íít mho 2. Factorizaciori e/e tui pro li/e-Ir) a e-hp tu:o -
Icís iiFol}lei]ías <le ccimiticml ci1itii>’]¿u>l (vease-, pemí- eje-mu ib, el Caíiítimltm 1 dc Liomís [40]) ¡mama
u-e-sol vei este- hiu(iiiiem>’ia. ¿3 IrSi ti eu mili ¿trgo, Ctiuíí o U,, ¿={.3 :f/EX~,},
<itiiidle- = ir 5’ SI
>TJ(I>.) =¡í lo — z>, 11s2(i>m,<¡;H¿(o,b)) + fi
[~2 ¿96 Oz,,




SIAhora, X>’5, es u iu 1 cOiij mmm It(i COmí ve-No y cerrati(í e-mi el e-síía:icí ele- Liii h~e-rt ¡<>2(0, a; 114 (tI. Ii)) Vi
JI (0, CL~ ¡<2(0,6)) s’ J( It) 1/2 es u>’ uía ííom-u>’ía equm i valemite a. la tísmí al cíe ¡<>2(0, a; 1/4 (0, ¿í) ) Vi
11
1(t). a; ¡<>2(0, 6)). Er>’tori ces (ve-ase. ptir ejem>iplo, el Tetireimia 13 dcl Capítuilo 1 <le -Liciuis
[-10])existe mí ti mi u mico y E X,,, sa.t i sfacici>’ cití
J(y) = itíf 7(h). SI
c~u me está mí ma i\’o(:ai]iei]te (~icte-ru> í i í>acicí jior
17’(y)(lo — y) = O V lo E X~<,,
SI
SI
1 o :mi al es et¡ u i val e-mi te a
(11.25) J’(y)(lo) = O V 6 E X
0(>2)






Jo~IO ¿9a: m B:u:í
= ¡~ ¿)>2y ~ 1~ >11—1(0 1’)xJfi(0 1’) ~1 + j ~ ffr:ido~ V It E x’o. SI¿9:4 -
1’tír t:a.ntci, si t(iui] afliOS 1>- E T>( (O, a) x (O. 6)), cietimíci m tíos cii
>L~ ‘((0 a) x (ti it)) x -n ( (O,a) x (mi 1’) ) O Vlt E V((O. a) x (ti, tu))
5’ ¡iii r tanto,
— ¿3>2:mí ¿9ti
__ __ =1¿3:r1 ¿3:r~ e-u] seu]l:itio í~le thístuí bucitimme-s. SI
2 Ite-corciamímos (vease ¡a I9e¡im>iciómi 63) que <Y















4. Pre>’lílerna de con troJ opt-irnal asociado. 93
jiCi(i. ctiii]ti J E ¡<>2((O, a) x (O, b)), tie-diucii]íos qmie y E Y(1)
Alií:ura iii troduieii>’ios el estado aeljuíií to p ciado por{ ¿-3p
ji(0) = O.
¿92 y
—¿3xí ¿3:4 en (O,a) x (0,6)
Bu tcí muces, coní ti — ~ — .1- c ¡<>2(0, a; /1—1(0,6)), sabeí>’>’os (ve-ase cl F 1 .2 <leí
(ia.í mmtmmlo III <le Lioiís [40]) c¡uie- p E [11(0, a; fJ~~ (0, 6)). Aclemx>’ás, como y E: Y>’, tamlibiei]
cíe-el mí ci i>’ios
¿37>
<¡míe —r--—- E ¡<>2(0,6;
11—m (O CL)) y por tamito, y E ¡<>2((0, a) x (0,6)).
AIi tira, ¡nra cací a> It E Xm> sc tic tic ¡ míe
.fU — ~ — [lo > u dr — 1 ~
- , H— (O,it)xH¿(0,b) --u 6- >H—m(O,b)x II¿(o,b)
¿9xu -
0/gb 7> dx>’
adí mii Iiei>’>’tms um s¿itlo la ~iop (is i ci ói> 62).
De este mííei tít>, lidír la ccím u ch ciúii de ti ¡it iui] ah <latí (1125) <1 <wl tíci mii cís qtie
(11.26)
171’ ¿)y Bit
+ > ) d:r:>’dx2 = O¿9:ou ¿3:o>’
V lo E Xo.
ltiitomices (ve-ase, por ejempítí, ch Capít tulcí IX dc Brezi s [1:3])




G C([O, a]; ¡<>2(0,6))
¿9 Uy
¿>xm (—u> + dx) O-
De est;e iste -(:0>2) E ¡<>2(0,6) tal tílie- (—y + itt) IL = c(:o
2) parau]iOtlO. ex ~. e ¿):oí
A cícííías, ~i~ií (11.26), demlui(:immí(is <¡míe
Ji
t(itla. .~ E [O,a] -
y it E X1>






<¡míe ti e-mme ei sis te-mu a <ie-sa<;cip lado (ccii>’ e-cuí aciórí <le Riccat i ) asciciací ti (ve-ase la Sccm:ioii 4
<leí Cap it mm lo III de Licímís [40]) igí ial al si 5 tel>’] a. de ecuaci ou>e-s tic Q y it de la 5 ecciotí 2.2.
S
Ú(:02)lt¡1. (:o2)d:r2 O
>‘ Rccomclaíumos (vease la Obscrvacim5ií 65) que Y = {mí E Xo : Av E L>2 ((O. m) x (O, ti)) } -
94 Ca¡iít u/o 2. Factor-¡z¿íción de u rm prob/errí a el/ji tico.
5 Relación entre factorización en el caso continuo y
factorización en el caso discreto.
Lii est<i SC( ( Un ( ouisitlt-t art-tiios Li discietizd(’iOti (ciii dile-metitias h>’>’it<ms del Prtií:miemiia (Pa).
M (is t ra.t-eu>’i os qui e- cl mí métotí cm cíe- Í=tct(iFi Zau:í ó í>’ (cciii la ectia.:í óvi tipo ITt ccat i de 9v la
ecuia.cmoum d~ uy) ajihícaí~ltm al sisteííí¿í lineal resíult:auíte ccimmclmice a nuia factom-izacióui LII ~mum
bltiquc. (14 <1 tutu iciotí y í>’>’ás <le-talles soh~í-e -factom-izaciciimesLIJ <le m>’iat:i-ízes, se ¡muí uN mm
ver. í~ cii e-J( mííímlcí, en Ciai-let [¡4]) <le la rímatí-iz tm-itlia.gcímíai pom- tmicic¡uics <¡uic me-pm ( se-i]t<i
el ciii t> m ~t(lom (le L¿m>í~lace so lire uní (Li ciii iii> icí u-ectatí gui 1am- ( ~:tiii5 tu mti íe mmitís es ta mii al: í í z mí 1
Se-cci ó mi 5 1 pci (i tít ros cletal les sc p miecí e- ti cmi cciii t rar cii 1 ¿~s 5 cccioíl es ~3.1 y 3.2 cíe ( íaí íd
[¡4]).
5.1 Discretización en diferencias finitas del Problema ($1).
Smi hi(iimciii os 1, Jíi e -Jia5ií Itcie-mi te-mu e-ti te regmul ¿mies íiara ~ y C e:>’ ((O, CL) x (0,1>)) 5’ pti<l ¿ti>’]tiS
oiil:euie-i- <:oumvct-gci](:ia. cíe la diis(:rcl:iza<;ioii lia.(:ia la> solmicion -
Dacítí ui II ente-idi N > O (:tmuisidle-m-a.t>iciscl síguiemite mallacití: rl?oi>’iauí>eís iii uííisíuícm jiaso
It = ____
A’ + >2
iaí¿t las cicis (:oomdietiada>s u: í ~>2 y <ietiríimos leus mícítlos ¡RiF{ ((—1/2 + i)lo.-j it)
<1,/ = ((—1/2 + í)lo,6)
smi E {O.,N[ yj E {O,..,p— jt
smi E {O,..,N} yj~ =1>
(dci ti tu: ji está <le-Ii mmi eltí ctmu>’ uo cl ni ¿¡ximo e-u mtci-o j> > O tal titie (p — 1) It 6). Acíe muí ás, :omii o
¡u ar¿t I:o dei :1 c {0, - . - , y los ¡i uí>ttms aol es tái m fmn~.ra del U ciii>’ i ¡mit> (O, a) x (0, 6), ¿nia.( Ii i>i05
Icis uítmclos
= (0,/lo){ (0, 6) sí-; E {O,..,p— i~si-j=p
( ve-ase 1 a. Pi gtí r¿t 2).
Alior¿t, sí rE -{l, .-. ,iV— l} y -/ e { 1, > — 1 f- por la. fóumíítíla cíe Ta.y¡(ir,
y(ai,j+t) = ií(a¿ú) + lt _____ 14>2 ¿9>2y
_____ (al,;;) + 2 ¿9:4
fi(<~i,h. 1) = f/ (as;) — lí (<ti ) + ¡2 t~ (a;;)
~ 2 ¿3:0>2
Acleíiiás,si ,E {2,..,N— ½yjE {l..,p— i}





2~— (a~ ) + ¡2 ~>2~>i
,j/} f/k<>’mu} + ¿3i:>’ ~ 2 ¿3:r>2 (CI;;)
14->’ ¿937
/
+ — - (<í





















5. UcIac¡on e-ru ti-e factor4zaciór, e-ni el caso cori Uní tío y e-ru el caso discre-te>. 95
i=2 t=3
í = 1/2
Figura 2: Mallado <leí tlomuilujo.







22) = JiÓLu,j) + it ~ (<¿u,i)
¿3:o u
lo>2 ¿3>2y 6:3 ¿9:3>~~
+ fl¿9x?Yli>)
ir>yíu(au1-~,5) = —lo (au¡~j) = —it-1’---- (aij)+—L— —t(au ,s)
¿3x1 (£m 2 ¿3x~
ir ¿0~
8 >~y~j(cuá)
[)e-este mnotio. si i E {2 A
T — l~y-; E {i,~.,p—1},
= ~ (4fí(a~ú) — ri(a~~u,s) — fi(<l1yu,j) — fi(<líá—u ) —
diá E [aí,~,(12,1],
ema #
+ o(h) = f(a~,~)
Y 5i~ = ¡ 5’:; E {1, .,p — 1>,
/‘>- — >—-,,~(,,.,-\ -
= 1 1— (3y(ai !/~<tu,,—u ~ — —
- s) — - ) Nk”12-l-1)) —s-- o~n>-fi(<12,i) —
1>JUk~m/Z,3/
Se-ii alairícis t¡ míe- ¡íar¿t cl castí i = iV y j E { 1, - - - , — 1 } tetienios
qtie, liama el (:astm i E -(1, - - - , p — 11 y :¡ E -(0, p ~, y (a1,g) = 0.





















Fmi t(iii(:cs - M ll¿m¡íí ¿otitis Rí = 1 — 11>2 y BI = 2! — lo>2Vk ¡mara i = 2. - A’ — ¡ , teimeimucis
míe
A,,y(<r) = Pi2 + o(lr),




























































E ff?~~í e y,,(aAr) = E ff>’>P-m
-fi71 (aN,~— u)
O liservese <¡míe, sí y E C
4 ((0, a) x (O, b)) y m>’saunos este hiechi(i al aíí í i caí- la fóriii tila cíe-
Tay 1 <mi-, ciii t:e tieíí>cs (jjmíe
Aay(a) = E
1, + o(lo>2)
(esto se puietIe ver, jicír ejempítí, en la Sección :3.2 <le Ciarlet [14}) -
AIícira 1-a d iscreti zacióui ptír <liferencias finitas (7)~>) del PF(ibieu>’ía (P~ ctmiisiste e-u]
íj~u>m ccimi 1; m ¿mí
E hJ?(N—u)(P—u)
A¡.yr, = P12.
La cci ti ve m-geti cia. de f/¡, hacía y (por ejemplo, si y C C
4 ((ti, a)
41, ..., N — 1 [ y j E -(1, -~p— 1> se- tieí>e que ¡¡ y,~(a~,
1) — y(a¿¿)
x (0,6)), pára tOti(i E
¡~= o(lt>2)) ¿e- jjruetle- ver,
cír ejciii 1~rl ci, en Col 1 a.tz [15], Forsydi e—Wasow [:30], Nl i k 1>’ lii>— 5moIits ky [48], Ui arle-t [14],
5.2 El método de factorización aplicado al sistema lineal (P,4).
mii mutis el vecttii-
y1
41+1/2 = fMi E 11C>’ í= ¡
y cl vcctcír 4~ /2 = —Jio(aJ12- L)e unía manera sií>í i lar a la se-gui tía e-n la Sección 2.2, para






t ti>l <j mí ({~
cg>)
Vj’10 E
98 (>aiít tilo 2. Eae toz-izac:iórm e/e un ¡irolile-ti> a e/y> Lico.









































sí ‘u> E 42 PV — 1 } y eqtiiva.iente- a
9? =
5í ‘-cm 1. ‘I%mmíjuii~~mm clí:Iiuiimiitis, pat-a todicí ío E 41, ¡\‘ — 1 } , el vector ~ /2 E II?/>>m meir
“‘io+i/>2 — ihí




























5. Relación en tre factorizaci&u crí el caso contirí uoven el caso discreto. 99
























y ccíuíí cm 1 a sdilti(:ióui <le




íi¿u-m-a el m:aso r.0 = 1, 1cm cual imíí p
1 i ca
—lo>2 fmi
Se-ii alam>ios míe el vcct(ir
=
fi >7m + Pu
>71~—í + Pi
0m

































¡>2 ¡u” >7io ) )
100 ()a¡iít u lo 2. Pat torización de mini ¡írouílern a el!;’ti :0.
[)e este iticítlo, te-tie-iuios que-
~1+u/2 = (21fi1 + w/+í¡>2
ikhicii-¿t, (:c>tuici fíím es sOlmiciói] tIc (Ph), te-ncuiicis <¡ute
Vi c -(1, y — ¡
fi1—i + 2fi~ — ií>2Vf 2y~ — fMi = it>2];
SI
VEQ2




— fil—m ) + 1 — rl i1i/2).+
Aclemumas
yi — fil—u = loQ
1 u fil— m + itrv; u />2
‘4
(1 + it91i)(fíi — tu—) = lo91»1y1 + lo7L’i~i/>2.
Fít,u ta.i m tcm
(11.28)
—V) 2tú-—h = ÁQ~ — Q~—u)y~ + QI—u(I + irQ>í) (Q—uy¿
— >1131i/2)
para> E (2, — IJ coíí y~ ~arbi trario” - l~iíttmi>’ces. por (is terti>’imicis ititicpeuitlie-mmt:es,
obtemieiiitms ej tic
{
>tL)1÷i/2 — t— i /2
= Q1—u (1 + loQi.í )—i cv1»>’12 — j~jJ/o(<t>’/2
)
= — i~> Fm lo(/~ + Ii
(¡uu(~ se pite-cíe íe-e-sí:mí i~uír couiio
¡<i~iWi—>u/>2 — <
01-i-u/2 = itt- Vi c {2. .. A’ — 11
si cíefimiimiitis ~ = (1 loQ,( 1 + 69 )—i) AtIe-imiás, pc’r icís térn>’iíicis cíe yp cmi (11.28)
cílite-mmemíuos ~juue
























5. l?el¿u:¡ón en ti-e Iactorizacion en el caso continuo .v en el caso liscreto.
[)e este í mícitití, 51 (3<41 iii iritis Qo O y >~~>‘ /2 = — yo( Ct~ /2) obteime-mtis la> ectiacicimí




= —Q~>’(1 + lLQ1~)~uV)1~Í2 — fi Vi E {1, ..., AT — I}
y la ecu acíói] de [ti cat ti discreta tic Q
__________ = Qi—í(I + loQ1»’fíQ1>’ + \-/k,>2
(113(i) { ir- Vi E -(1, -
QoE~O.
A<le-mu ás. e-ii la e(:tiaciói> (1127) í icide-mos anatli r tui i]uuevcm stubínti
= Q~y~ + Z171+i/>2 Vi E {0, ., AT — 1>.
ALi tira, la e(:mia(:iói] (11.27) es ctjtiivalente a
y1-+i — yi = Qt~í~ + 101+1/2
it{ qN = !i,.YLN),
tjií e se ji mí e-(~l e- te-esci- iii ií ccií>’m cm
y~+m — (Jíy~ = hzv1~1p2 Vi E {1, , N — 1 ~
si tletuuuimuíos 14 = ¡ + líQ1. Entoí>ces, si escribi inos estas e-cmiaci(it>e-s cíe- y;, y -w ci> forma










¡El sístern-a lineal (II. 31) corresponde cori la factor—ización ¡<11 ¡ion bloques
de la matriz trídiaqonal pon- bloque Ah - El
ID eniostración: ITiara í e -{2 , N — 1 y teumenucis (pie

















u~ + ¡<1—u = 1 + loQ,+ ¡ — 6>4? 1—mCI + 6Q)~~
SI
¡02 Capítulo 2. Factohzaciórm de u a prolileruu a e//pI me c> SI
1cm ctu al es ec¡tu i val er>’te a SI
(¿ + ¡<¿ i = 21 — lo>2V~i ~ + itQ~4 SI
—hr>QI(J + liQ~~< (1 + ItQÑ) SI
— 21—11>2Vb=B1.
Fi mía] mii e-tite, jicír (11.29), para cl caso í = 1 te-ti e-u t>’tís címí e SI
(Ji =I+IiQu=/+(Bm—IÁ~Bv
• SI
6 Generalización del dominio (1). Coordenadas con- SI
formes.
tIc
1:;;:1n:osg - mm eral izar los res u>’ It atitís cíbte iii tíos cmi cl i-ectáui gut lo (((1, a) x (0, 6)) ¿u ‘mt í os SI
ifementes.
SI
6.1 Definiciones y resultados previos.
Definición 102 Sea arr subconj7í rito abierto (1(21 plano cotín píe-/o 07 <‘ dice qn e un Ci SI
frrtrción •/- 12 —+ (7’ (25 ltoloJtl>orjCt sí existe SI
f’(z) = Iimn 1(z) — 1(a
)
pata todo z ~ 12. z — CL SI
Definición 103 (Apiicación conforme) Sra Q~ nín¿ subeonyumrl>o abierto de JJf>2 4mode— SI
ritos tdcní tijicCtí ffí.>2 con el plano coí;q>le-o) y se~r itria> Jirrící+rí de U crí el píCtnto conupIe-jo -
Se dice qite 1 es-aria CtplícCteíolí e:oírjorrn: Sí / (25 unCí furiciáir holoinérfica f/ 1’ (z) # SIpat CI todo z E U (aquí z ti + ¿:r~ repi-escrita 7Iti punto del plano eoíitple-p-i ~íf’ re¡>re:s uuta
la derivada coro-pAja de f) - SI
Definición 104 U u fi ~2 son confoi-rntenterrte eq¡tívaíetlte.Ñ si e:í:ísI-e 71110. Cípticacio ti co tr—
for’rnc biyect>iva de U~ sobie (2>2 - SI
Observac i ó n 105 Si ¡ es la apI i cacitít>’ u:o tifo r inc lii veí:t iva u>’í en cioti atI a e-ti la 15eV iii i (u ti SI1(14, eumtoiíces (ve-ase, por eje-t>u jiltí, eí le-nt-e-muía lOfl (le Rtudii>’ [52]) /—~ es lucmltmiiiórfiea e-mm
U-
2 y pti F t atí te es mimí a- api i cació ti u:omiftírni e ~le U2 sc> bre 1fl - SI
SI
6. (enera/izaciórí del dominio (1,). Coorelenadas conforniues. 10:3
Definición 106 Se dice que dos reqiones Uí y (22 son fuerte7neííte coriformemeiit-e equi—
valeuites si existe una apticacion conforme bipectiva 1 de Qí sobre Q-~ tal que f(Uu ) =
donde U~ y U2 son subeonjuntos abiertos de &2 tales que ~ G U1 y fl>2 C U2.
tema 107 S’aponqaíríos- que .f(xí + íx2) = y(xu, x2) + i#(xi, x-2) es una función compleja
enU ecií cp fí 7/) funciones -eales difez-eneiablc.s crí U. Entonces f es holoniórjíca en U -si
y solo sí se satísfacetí las ecuacio o-es de ()aucloy— Ijiemarín
= 2,1%,{ 2: = V’xm
para cada z = :oí + ix-2 c U (los subíndices :ou y :o denotan la derivada parcial con
respecto :0 y :0>2) - Además, si 1 es holomorjica, entotíee-s p y ~ son armorííeas (es decir.
ásc=Am/)=0). El
Demostración: Veaí>se los Teoreumías 11.2 y 11 A de Rtu<lin [52].
• ¡
Observación 108 (>) híserve-se ej míe las ecmiaci<íííes de Camí chiy— Riemiia.tí í> i m>i~iiican d~ne sc y
¼Son <mí-togonales e-mi ~:atIa ptinto de U -
[)e este míícmdeí, en cl resto de esta secm:ióí> ttíinaremos U ftiertemeiite cciiiforincíneiíte
e-<¡mi vaiei>te al m-ectáimgul(i ((O, a) x (0, 6)) Se-a ~(x í ,:o>2) + ji’ (:o mu :02) la corres1i<indiemíte
i(:acioi> buí i]eal confciríime eí>tíe- umíí coi]j mimíto abierto ~>‘ D 9 y otrcí coi>’jiii>ttm abicuto
i ((Li). a) x (0, 6)) y sean A. B, 0, 1) Itís pu>’íítos dc U daticís lior
{ (sc(A), í/4A)) = (0,0)
(sc(B).t/4B)) = (0,6)
(sc(O), 7/3(0)) = (a,6)
(sc(D) ít(D)) = (a, 0)
En ttinces, la apI i cacíót> es couno ci>’ la Figí>’ra ~3e cieí>’t iii cauim tís cmmal <¡uier jimí í>’ttm E <le U
jicír sus i>tie-vas coortle-im atlas (cp( E) ,7/J(P)) - Vcaiiios m>’íí ejen>’íilo cíe elemí» i nio tIc este- ti jio.
>2Ejemplo 109 ¡<a f-ítncíón coní-puleja 1(z) = z es iuolortíorfica en el plano complejo fi
f’ ( z) = Li) si y solo si z = O - Etítonces, eo mo [(u: u + í:o2) = (:4 — :4) + í (2xu 3:2), ~>odcrnos
tOhitCl>t como <¿bfrr7tú 12 C:ualq-aic-r parte del plano con (0, 0) 4 U definida por
>2
— :4 E (k~ , k2)
2:0u3;2 E (¿u, 12).
Entonces, st
sc(:ou:o>2) >2 ,2J , = :O~ ~ 1
V>’(oi, oz) = 2:ou:02 —Ii








E igtir¿i 3: 9 fu erte mmm cuí te ccmum forím m cuí> e ti te eq tu vale-mí te a (0, a) x (O, ti) -
(vease la /íq7Lia 4»).
{(#xi, 3:i),>ib(xi, :o-=)): (:ru, :r-~) E 9} = (0~ “2> it1) x (0,12 — u)
6.2 Formulación del problema.
[)e niia un¿mimet¿m síuímilai- a. lo hie(:hio cotí el recta>iígtilo, fiemo ahora cuí mii> cicíí>’íí muití del ti fue>









tlcím í cíe al>’tmra y re-lime-se-mita ci vector nor i>’] al ext<>,mí or e-ti la fmtíui te-ra, >í’, es 5 u>’tu cíen tcuii e-títe
i-egmíla.m- (y ¡mcii- ta.iitcm lo li(itlFct>ios t:tmmlsidleuMi>r (:(iuim(i :ei-<i) e yu> E ftu/>2( F~u>)~ -
litír otra parte-, para. E -{ 1, 2 teuie-ii mos q tic
¿9y ¿3y ¿95 Buí ¿9>’/)
























6. úeríera¡izac¡&u (leí dominio (~. Coordenadas con fon-mes. 105
2
— x~ = lo-1
— x~ = lo-2
~>iu:O2= 1>2
=11
Pigtíra 4: U geríem-ado por la fu míción Imolomorlica> f(z) = z




¿3>2~í ¿9~ ~ ¿9% ¿3< ¿9>’
»
—-t( )+2
¿9< ¿ix- Bsc¿9i’ ¿9x
1 ¿3:o-f~ ~>2< + ~»2~ ¿9’» 2 ¿3y
__ __ 1±
—
C)Lp t9x? Bí/f ¿9x1 ¿9>’»
¿9>2V’
átleu>’ias. sí
A = +./( ~scV’ ¿9:o ¿9:4:2
(elegi unos eí sigi>’tm + o — para obte-iier el seut itící exterior del ve(:tor AVsc)




Dc este-- íi>otio sí escrii~imos
Ql ¿3-y
»»~¡F (:o>’, :0>2) = —4—(s, >m/,(:oi>¡:>2)
¿3< ¿9<
Vs E [O,a),
es e-tI tíj val emite a




<9:4 ¿9< =1 e-n U
= y,,
.4
¡ 06 (Zípít u/o 2. Pat: toriza(:ioru de u ni ¡noble-ru a e/í¡ .4
A ulct>’>’as, ccmuíío existe 5~ > <~2 > O tal tute ~u > ¡Á(:ou , :v-~) ¡ > ti-~ para tocící (xm ,:o-~) E 1
tietluim:iuuios (vcase -(Irisvai-ci[34], pági mía 21) <¡míe las a>jili<:a(:ioiie-s 7> —+ Ar y 7> >4 ,\— 7>
.4
scíí>’>’círti síu] cís coím 1; mmm ucís ele- 77i ¡>2(0, 6) -
Definición 110 [‘ana cada s E [0, a) y lo E
11i /2(0 b)* dejí ti-mas- I~i(s)lo = jr~. , dotidt
.4
>7 es la soí7Lc>¡Cin dc
¿3>2>7 ¿9>2>7
— ¿9:r>f ¿9~:~O en
¡IFÚ~>UF<~O = O, >7¡r.,_ = 0 .4
¿9>7
= lo, .4
~j 95 es el subeorí junto de U <-lado po~- sc c (~, a) y 7/) E (0, 6). Tarn bié$í CielprIzntC>.s->r( s) =
p ¡ r___ donde /3 es la soinciónu de .4
¿9>2/3 ¿32/3 j crí u.
¿9:í:f ¿9~2
.4->2
UP,p0 0~ P¡r9__ = O
¿9/3
F~. =0. .4
Títralntente dejin irnos E’ (et) O y (a) = 0.
Observación 111 Para catía. s E [0, o], ci ojíeratícir [‘(s) : Hu/>2(r~5)* ~ W/>2( r~ .4
u m caí y t- s) E H ¡>2 ( F~. ) - Acle-u>’í as, la> stml tuciOti Ji cíe (P~í) está cau-acte-ri zatIa pci r
¿9 u’,
(113:3) y¡r4~, = [‘(s)je- + t(s).
¿9< .4liii re¿tlicia<i, J’(s) : [Ji/2(0 l~* >4 jji/>2QJ 6) y o(s) E flm/>2(í) 6) si mitilizamuitís la ccmcim-dcí 1
‘/3. .4
6.3 Cálculo formal.
¿ti-a 1> um sc: am- las et: mu ¿mx: i titíes <jume- sal; i s fa.ceui 1’ y - 1>’aí: e- uím (jis los si guu í etite-s c:¿iI e uu los ~í re u
II saiitio (11.33) de-ch u:iune,s <¡míe




6. (hineralizacióii del (lolfl¡niio (1) - Ccíord en adas con fo¡-rn es. 107
¡\l>’ciua sí
;r>=
ínsaim tic> a las u]uevas coordenadas cii la e(:míacióí> <leí i)rol:>lema obtenemos (ve-ase (II .32))
¿IP-tj ¿9»2y
¿94 J-í:~











yIP4=6u~=0 = 0, ylF~=~ = O
= AlíO.
¿95
ci> (O,a) x (0,6)
dI:~ ¿)li
- ¡ 1’ ( s) Ir J?i(s)(P)>2 —i-(-s)A1 Br
+
y, ceím>icí y es arbitrario, obtemíenios la ectmacioi>’ de tipo Riccati para 1>
y la. ecu>’ai:í mí para 1
1
1 </39 ¿9>2 ~ — ¡ = O¿3h42¡ja) = O
¿3?- ft¿21.
A ¿9>f>2 — [‘({)>2f = o
r(a)=O.
Adciii ás, si Ji es la solucióíí tic (Pum) (ccii>’ Jía = O), euítotR:es 4 = ‘ti
























108 <ia¡í/tulo 2. Rae torizat:ior> ~le u ni pI(iblerfl a clip Ñw
Cciumící :cíuí<:l misión ¡icicleutios exp<mnei- el sígítiemite icsiilt¿mtio: SI
Teorema 112 ¡<a sol7tei<fli <-leí piobícín (Pu>) está deterrain<-¡da po¡ el sístenta desacoplado J
— p(%>2 ~>2 1’— í = o
A ¿11:>2 P(a) = O SI
Br- — ~ /3(1)21 t-(Ct) = o SI
A A -
¿9~ > ¿9V’>2 — ___
___ + (/1)2 ~ /34 ~(i)>2J- (/1)2 ~>~2 ~(0) — —A—1 SI
arí le
= P(s)4¡ + ~-(s). El SI
7 Generalización del dominio (II). Coordenadas or- SI
togonales.
El la Secciómí 6 hícm>ícís getie-malízacio el t;iptí cíe tlcmííiimíicí a ti-aves tic íímm¿ts ccucmm-cleiia.tI;i>s i>’imiv SI
e-st ri ct i vas (ve-ase las coi>chic i címí es <jume- es tas :ciorclem matías ti cli ci>’ ctu iii;> 1 ir e-tu el Le-tu a ¡ 07). SIBu est:a secciómí ií>’tí-cmcl ui(:ire-miuos ujuias coordenadas iiienos restrícti vas, 1cm :miaí es iuiejcii
tíescle el ptuíítcí tic vista del tlcíuííimcm líeto gem>’e-rara mii>as eu:tia(:udimicvs ¡iat-a 1’ ~‘ 7 li u
ni as cciii>’ph (;a.(~la.5 - j
7.1 Hipótesis sobre el dominio. SI
Usame-imícis ctioi-<iena<ias sc(:r: m .:¡:2) ~‘-ub(:¡:í, x4 cíe (:lase C>2 tleíímmitlas s<íbi-e uuíí ccníjuuuittm aj~miertti
Q C /fl>2 ~ cotí (:(iu]j u>’ mitos dc mmi vel orttmgoiiales, es <ieci e,
C)5 ¿9-mb ¿9~ ¿9½
1-
y mi cl re-sh~> mm mttís (:erei. m eV:t: i ¿isí: 2 ¿9:n 2 SI
gradictites thist de
E <le la secciói> ccmui si tít~í-are-ni(>5 clomii jaicís Q ele-fm uí i tíos a 1 rayes cíe los comj cutos
<le- í> i vel cíe- 5 y cíe u» t¿cíes cimíe>U c - Es <le-elr - co miside-ram-e-unos cl :cirij miiitc U rIel p1 <mii ti SI
dle-fiu]itlti pcír s(:ní , y-
2) E (ti, <-í) y -m,b(:r:j , :~:2) E (0,1>) (si se cmiinplc que U C Q). Veauiios
aígui mí cís ej e mii plos: SI
Ejemplo 113 1) Coordenadas Esféricas. ‘1’ las- coordetradas eiíííídri etas <-ladas
:Oí 7 etos SI
:02 = e-se-tíO SI
SI
7. Gerien-a>Iiza>cióri del dominio (II). Coorden at/as ortogonales. ¡09
y U la parte del plano cotí
(12 —1>’ < 2<. Enítouíces,
coordenadas esfíricas i E (ku, kv) (k~ > O) y{ sc(xu, x2) = r(:ou ,:o2) —
= 0(3:1, x2) —Ii
(vease la iííq>’iiyi 5,).
Figura 5: Coordenadas Esféricas.
2,) Coordenadas Elípticas. Dada una cotístatíte ~ > O arbitraría, toma7t7-o~4 las coorde-
nadas elípticas dadas por
:oí = e ccíslí a cos /1
= esimílí as-en/3.
Cori estas coon-<-íe,í<-zdas se cumpíe que
2 >2+ x- =1
e>2 coslí a e
2 sinlu>2 a
/101 lo que a = au> se corresponde cori una e1ípse comí seniie;es e (:osli au> au>. La
distancia etítre los focos es 2e. Por otro lado, se cumple que
>2 >2
— =1
e2 tos>2 /3 e>2se-n>2/3
por lo que ¡1 = Po se corresponde con dos loípéYbolas con focos en :r = +c. De este modo
las curvas a = consto-rite y fi = co rístaníte son elipses e ILip ir—bolas corifocales.
A loora, touutmos el con-pinto U comí coordenadas elípticas a E (A:u , kv) f¡ fi E (lu,t
2)
(12 — II < 2w) - Entonces.
sc(:oí ,32) ev@Ou 00-2) —
= /



















Ahora, bajo es¡:as hiptitesís. el ctiiite-iii(710 cíe la. Secciótí 6.2 sigmie sicuicicí valicití \‘ ciliteumemííos
de ti u u ~vo (1133). Aci e-uíí ás, si 5 = Asc s’ ~í = A i’ cl p roble-ni a e-mí las uí meyas ctmorcl e-ti ¿md as
— >7<
,
3>2 — 6— ¿3y>‘1— = 1
~3½
en (O, a) x (0,6)
Ji i>bur~>Ó O - y ir __ = Li)












— [i(s)(~)>2 fIr9=. +
A
1 ¡0











7. <h3~> eralízací¿n del dornín ¡o (II,). (>oordermadas ortogonales. 111
y, com>io y es arbitrario. obtenemnos la ecuíacíóíí tipo Riccati para 1>
{
5’ la <,cum a><:ioíl ji ta n
d Fi ji(l¿)>2Óf> —
A ¿9-V’>2
/3(a) = O




Acleimiás, si y es soltuciómí cíe (Pu>) (con ya = O), Cm>’ttiu]ces 4 = Bt>i es soluicuon
+ (~-)>2 ¿9>2¿>-11’>2 A>2 ¿9½/34 + (+)~ = — (IL)2d?A ¿99)
(,tuui] o cciimcl mis i0cm expoim en] cís el si gtíí ei>’te re-mil tacho:
Teorema 114 ¡<a sotucióuí del Pz-oblema (‘Pu>) está detez-miríada po-u-el sistema <-1esacoplado














— 1 = O















4,__ = P(s)4¡i>. + i(s). El
(híp/tu/o 2. Lic torízacioim c/e ¡ti p¡otilení ¿u e/ip ti(:u>J.
7.3 Una formulación alternativa.




—(UY’-)+ A ¿9V’) =1
yIr~>ur~. = 0, y¡r9—, = O
i)q
= A—>’yu>
(ve-ase, ¡icír ejeu íip (cm, Nl alverí>’ f4~1,págitía 654) y el Prouílemna. (Pu>) ccímiío




—(—)—‘- r9> = It Jiuí,
ít ¿)y
Ctmu tic> existe ti
SI
SI:tilmx,=,, = -fi”.
> ~>2 > O tah~.s <¡tic 5, > p(:í:j, :1:2) > t para tcitlo (:c , £2) E ~
cíe-tI mí :i uíios (ve-ase nsvartí [34], pág iiia. 2 1) cjm>’e- has ap Ii caciones -v >4 Ini; y 7) >4 /t~77 5(iti
scmtuí onfi sincís cciiiti mm tícís (le ¡fi/ 2 (E ) * -
Definición 115 Para cada s E [0,ú) y lo c Jim/2(IT~ ~ dej¿ríincos Jii( <lo =
>7
>71r9< donde














y es el s ubcon~utíto <-¿bicí-to <-le 1? da<-lo pon- sc E (s, <t) y < E (0, 6). Jano-tute de/lítinítos
0(5) = P¡r~., donde fi es la solución de
¿9x?



















7. Úerícr-alizaci¿n dc/ dominio (¡1). Coordenadas ortogonales. 113
Pí,talntíctíte dejinimnos i’(a) O y r(a) = 0.
Observación 116 Para cada s E [O,a], /3(s) J»Ju/>2(Ij3y >4 7Ji/>2~ím~~) es miii oíieraehcmr
imeal y -r-(s) E jji ¡>2 (F~5 ) - Ademn ás, la s~ilmicioi> y cíe (P) está caracterizada p<ir
y¡r9_ = A ¿3yp ¿9sc + o(s).
Bu real ¿latí, fi(s) : ¡f~ ¡>2(0, 6) ~ jji /2(0, b) y r(s) E H1 /2(0, 6) si utilizamos la cotmreie-na<la
u».
[)c este mii cício, un ccliaui te- cálcuilo fcírmal, obte-i>’e-mn os <¡mie









— ¿>7/> A Bu»
— /3(1
¿97/) A ¿3-11’ Ap
¿9n-i¡r95)+1r9.
¿95
y, ceimo J/ es arbitrario, ol> tei>euím (is la ecmiacióí> tipo [ticcat i para /3
y la ccii ¿mci (it] fu aya y
{ d/3 A———4—)’u — d(ít) ~>íi(1)J — 1 = O¿37/’ A Bu» It[‘(a) = O
/3 ¿3 (¡¡1) ¿9v
¿911’ A ¿9>’!> — ~+)~= O









¿9-u» A ¿9~b — A¡t
1’ 4’



















¿951 ?(tt) = O.
cíe
Gciiimcm ccii>’ cl uisi ómí Ji oc] cunos e-X~ <muí er el si gtti e-ti te res mm It ací o:
SI
(ilapít ii/e> 2. Rae tt>rizacion e/e u;u pr-oiderna elíptieei.
SI






















8 Generalización del dominio (III). Coordenadas no
E mí las secciomies ami te t-icí íes Ii aí> i ¿iii>’(i5 1: m atací ci sol ci 1 cís cascis cíe dci tui mii os (:0u] ‘‘es<¡ut iii as - - dii—
I:cígonales. Emí esta secciotí exteuicler-e-uíícms este- tipo cíe <buí inicís a chcííuí imii(i5 (:ciuí ~c5cjuiiiias>>
umo ortogtiím ales.
8.1 Hipótesis sobre el dominio.








(1 ( :í:2). (u:i ,:o2)) soí> ciisf:iiitcis cíe (0, 0) ~ia>ra.t:c,cicí
¿3£2
Ii) N o existe ni ui gmm ti ptu mito (:r i ,:0>2) E U tal que el¿9-u
»
jíarale-lo al vectcii- ( i (::í ,:z:~), i (:í: m
¿Jxi ¿9:02
veu:I:or ( i (:n:u
Bu ci me-sto cíe- esta seccicití :oiisitleíai-eu>’ios cbouíiimiios 1? ge-nem-achtms pOl icís ctinj mímítos cíe
vel cíe p y <le- if. Pcmm eje-mimpítí. ptitleiimcis ccimisicieu-a.i- el coiij tííítcí U <leí pí¿tíící. cíe-fi mi cío ¡icím-
5E (0,<-L) y 7/-’ E (0,6) (si QG U).
Ejemplo 118 To u-aa o-LOs las fmnícíon es (de tipo e>2) cv(:í: i ,x2) = 3:1 :r~ y fi(:u-: i , e2) = :r — fi-




i9i ¿9 y ¿9n


















8. Generalizaci¿n del dominio (III). (iboor-denadas no ortogonales. 115
podemos tomar como coordenadas
{ sc(xu,x2) = ev(xi,x>2) — lo>’7/4:Oi,:02) = fi(xi , x2) — Ii
Figuira 7: Dou>’inio generado por coordenadas no ortogonales.
8.2 Cálculo formal.
AI>’ora, bajo estas hiipótcsis, el cot>’tetiiclo cíe la sección 6.2 sigue- sieí>’clo válido
cíe tiuevo (11.33). Además, si ~ = A5, r¡ =
ci> las nuievas coordei>’adas es







ci> (O, eL) x








y¡r~bure-. = 0, y¡r9, = O
¿
3>tiyIr~.
(veas e la Figura 7,).
= lo->’





Capítulo 2. F’acto-izaciónm de uní pnv/ile-rna elíptico.
= dF Ql ~,=> P(~)(L)>2 ~ p<jY Ir — P(~)(L)>2 ¡9>2 r(s)
A ¿9<>2 A dmP>2
/) ¿9 ¿)y — P(s)( ~ ¿9y ___ By
___ — J’(s)( 7/) ¿9 [i(s)j
_ ~>5 A>2 ¿~» ¿95 ~
SI
— Ji(s)( 7/) Dr
A>2 Bíl’ SI
SI
fi(s)(1)2f¡ + 4’ r9.





) ¿9 —fi( P ___
— A>2 6’» a — [i(’/) ¡3 ~ ¡ =Bu»
y ha e(:uia.(:iouí para o
¿9r __ P(t%>2 ¿9>2r
¿95 A ¿3<’>2
7(a) = 0.








___ + (L)>2 ~»2{ ¿3sc A ÑA
4(0) = —A ~
/34 + p ¿94 >t~ ¿9
__ + (x2tv~4





























8. ÚerueraIizac¡eiií ele/ dorííiruio (III,) - Coon-denn,adas no ortogonales. ¡17
Teorema 119 ¡<a soluciótí del Problem (Pu>) está determinada por el sistema desacoplado
di:>
el5 A ¿37/) /3(1) B- A>2O-V’
~1 ¿3
— ~~x~~w,—1>— 1 = O
F(a)=O










ji = — ¡t¿9>2r’
A A ¿39<
9>/ ¿3v




[1] Aris,R.: Tite Mathematieal Tloeory of L)iffusion and Reaction in Permeable (?ataly-
sis. Clarei>’dcíni Press, Oxford, 1975.
[2] Aubin,J.P.: ¡< ‘aríalyse non lineaire et se.s 7notivatiotts economiques. Másscin, 1984.
[3]Aubin,J.P—Ekeland,I.: Applied rionlinear Aríalys s. Wiley—lr>’terscie-nce publica.—
tiotí , 1984 -
[4] Balakrishnan,AV.—Lions,J .L.: State Estiinatioui for Infinite IT)irnciísiciíial Sys—
tenis. Journaí of Computer and System Seicríces. Vol. 1, Pp -391-403. 1967.
[5] Barbn,V.: Nonlírtear serniyroups and differential equations itt Banach, spaces. No-
ordl>’tmff, 1 976.
[6] Bellman,R.: Dynannic Proqrammínq. ITírií>’cetcmíí Uu]ivcrsity Press, 1957.~
[7] Bellrnan,R.—Dreyfus,S.: Applied L)yríamic proqramrn> ng. Princeton Uuiversity
Prcss, 1962.
[8] Belhnan,R.—Kalaba,R.—NVing, G.M.: lnvariazít hííbcelding ancí Matlícínatica.I
PI>5’sics. 1: Particle ITíroeesses .1. Math. Ploys. Vol. 1, pp. 280—308. 1960.
[9] Benilan,Ph.: Operateurs accretifs et sc>’ni—grotipe-s claris les eslíaces L~ 0 =í =oc).
Punetional Analysis and Numerical Analysis. H. Fiíjita, e-ch. Japan So¿iety for tl>e-
li~ rcíun cít itit> cif 8cicii ce. pp. 15—53 - 1978.
[10] Bensoussan,A: Su>’- l’ider>’tilicatiti>’> e-t le filtrage- cíe systénics gtmtíx’eujnés par cies
écjuía.tions diffcrentielle-s opérationnefles. Caloiers IRÍA - Vol. 1,196~).
[11] Bernis,F.: Elliptic aí>’d Parabouic Scí>iilinea.r ITírcmbleuns witlíotít Coí>’diticins at Iii—




¡20 8/ iiliog¡ 91 9 .4
[12] Brézis ,H. : Operateu~s Maximau:o Monotones et serní—qroupes de contractionís dan s
les espaces de Hilbert. Ntmrtli—IIolla.nci. 1973. .4
[1:3] Brézis,H.: Analy-se Fonetionríelle: Tlodorie et appíicatíons. Massoi>’ 1987.
[14] Ciarlet ,P. G. : Introductiorí <-1 1 ‘atíalyse> n7t7rte;i-ique >rrtatricielle et a í ‘optz>to-isa .4
Massouu - 1988.
[15] Collatz ,L - : Tite Numecícal Tr-eatment of [)ifferentíal Equatíons. 8to-~ i>’ger— \¡e
Be-rl i í>’, 1960. .4
[¡61 Díaz 41.1.: Ar>’uilacióí>’ tic soluici(iiics pa>~a> tipera>cloi-es acrcti vcís e-ii e-spacidísde -Bau
¡9ev. Re-al Acad. Ciencias, Madrid, LXXIV, pp. 86-5—880. 1980. .4
¡ 7] Dfaz 41.1 - : P rcm fuiedades :mia] ita.ti vas cl e ciert(is }íí-cí [ile-utías iíaraból i ccís í>’cm ti nealcs: II ti a
clasifi(-a(-ioui liara> los uneicieltís ele el ifuísióuí del calor .Me>mo>r-ía de la Real A cadení .4
Ciencias, Madrid, Tonio XIV. 1980.
1 8] Dfaz ,J .1.: 5oi~re la ctint rcml aiiiiitia.ti a¡i roxi un ¿ití a. cíe -proble-ni ¿is ti ci Ii tie-al es <lisi pat .4
Actas cíe has «Jornadas Hispano—Francesas sobre Control de Sistemas [)i-stribuidos>’.
Uuiívcrsidaci cíe Malaga, pp. 41—48. ¡990. .4
[19] Díaz ,3 ~1.: 8 inietrización cíe prolilcínas parabólicos r>’o lií>’eahes: Aiilica.ci~>ti a e-
(;i(muíes <le re-a.cción—tiifusiói>’ iVleno-ori<-í de 1<->’ Real Acadeinia de Ciencias de Mad d .4
Tonící XXVIII. 1991.
[20] Dfaz ,.J ~1.:Sur i ¿e cotítr¿l ¿tb i lité ap preí :líée cies i néc~tu a.t iem ti s vara.t í ciii neil es et ci au .4
íiroiihéiiics p¿eraiicml i c~uícs íícmí>’ 11 néa.i res - U [1.. Ac <-1. Sci. Paris, :312, serie 1, Pp. 5 h 9—522.
1991
[21] Dfaz ,J .1.: Aííííroxiu>’a.te- couítrcíl 1 ¿ti Ii ty for scm>’tíe -tíot>’lií>’earjiarahitil i e ííroble-u mis -
.4
eeediníqs o] tíLe 16k’ IFIP—TC7 eorzfr terree on “System Modellittq aná Optiro-ízat
(tuiipiegiie (Fraí>’ce) - Le:ttt>’-e Ntites in Control ¿cutí I>’iftiruiia.t ion Scieí>’:es - 8’ ymri g
Verlag, 1993. .4
[22] Dfaz,.JJ.: Ma.tlieuii¿etical aiialysis cíf scmuííe ciiffuusive ericti-g5’ balance niocheis luí (~l atolcigy. Eí>’ JVIatlte7o-atics Cliinate and Environntent. Ecis: .J ~1.E) faz y .J - L. Li ouu s
28—56, Ma.ssoi>, 1993. .4
[2:3] Dfaz,J ~1.: CoíitroHa.íjmility aul el Obstruc:ticmn for sorne- r>’or>’linear parabcílic ~írouileins
mí>’ (iliina.tology. Bu Modelado de Sistemas crí ()ceanoqraJYa, limatoloy/a y (fien cias- a
.4
Jiibliograt¡a. 121
Medíannbierítales: aspectos matemáticos- -y numéricos”. Eds. AValle- y (3. [‘ares, liii.
43-57. Málaga, 1994.
[24] Dfaz ,J ~1.: (1)í] dic ceutitro[lalii 1 ity cíf scmuííe simple cli tíiate niciclels - Etí Erívironmc,tt,
hjconomíc.s arid tloeir Mathematical Models. Ecis: JI. [haz ancí JI. Liocis. Massciii
pp. 29-44. 1994.
[25] Díaz,YL—Fursikov,A.V¿ A simple- 1irotmf cíf the comitrollaliility frcíu>’> the intericír for
nonlinear paralíolic furOtleiliS. Applied Math. Letters. 7. No 5, ¡íp. 85—87, 1994.
[26] Duvaut,G.—Lions,JL: Le itrequatiotís en Méeaítique et en [íloysique. Omínod, ¡972.
[27] Erzberger,H—Kim,M.: Optimal Bouuitlary (Joi>trol of [)istribtíted IT’araii]eter Sys—
tenis - Inforniatio ti aríd Control, Vol - 9,íip - 265—278. 1966.
[28] Fabre,C—Puel,JP.—Zuazua,E: Coiitr¿miabilité- a.íiprochiée <le l’équation ele la
chale-mi u- semi—liiieaire. C. fi. A ea<-l. Sci. Paris. t - 315, Série 1, p. 807—812, 1992.
[29] Fabre,C.—Puel,YP.—Zuazua,E¿ A1iproximate coi>’trou1al~ility of tbe seimuilinear beat
ec¡uatioí>. Proceedinqs of tite Boyal Soeiet-y of Ediríb-un—qit, 125A, pp. 31—61,1995.
[30] Forsythe,G.E.-Wasow,W.R.: Firiite—í)Lfference Methods for Partial Differerítíal
Equatiorís. Wiley, New-York. 1960.
[31] Friedman , A.: Partial difreteritial equatioris of parabolie typc. IT>reííti ce— ¡lalí, Iii c,
1964.
[32] Gianni,R.—Hulshof,J.: Tlíe seu>’>ilii>e-ar l>eat ecítíation with>’ a> lleavisiele source- ten,
/3uropean Jourrtal of A pplied Mathematics, 3, PP. 367—379. 1992.
[33] Glowinski,R.—Lions,J .L.: Bxact ai]d aíííiroximmíate contrcíllaliihity [<ir thistmibtutetl
parauiie-ter systems. Acta N-um. PP. 269—378. 1995.
[34] Grisvard ,P. : Elliptie Problenís irm r¿orísrnooth domaitís. 1’ it iii aum , 1985.
[35] Henry,3.: Etude de la cotitrolab¿lite de certaitíes ¿quatiotís paraboliques. Tlú-~se
cl’ Etat, Universi té [ia>~j~; VI. 1978.
[36] Henry,J.—Yvon,J.P.: Oíí the use tíT space invariauít ií>ibetltliu>g to solve optímmíal
ecintrcil puciblenis [or se-cciuicl ortíer elbptic equiat icímís - Ei>’ Systenn- modellíizq and Optí—
ntizatíoii. Actas <leí 17 TEl F> TC7 (:o1>ferci>ce- on Systemií i>’ioelehli ííg auí cl O1íti n>’izathmn -
IT’ rag¿m>, 1 995. Ecl : (13Ii¿cpnm aum a u~ <1 Hall, ~ í - 1 95—202, 1996.
SI
122 t3iiiliei~>i a/ía.
[37] Karnin,S .—Peletier,LA.—Vázquez,J .L.: (hlassiticatitií>’ of si míguilar scml mmticmíís of
tícímí ¡ i mícar l>cat etj míatioi>’ - D7íke Matheio-atícal loiti-u al, Vol - 58, ií~ 3. pp - 601—61 5. SI
1989.
[:38] Kato,’I%: Qmia.si—liuicar eqtía.tiotís cíf evoluitiouí. xv ithí ¿mp pl i att ioíí s tcí iía.rti ¿ti cli Ifere 1] tia 1 SI
cq u>’atícíí s . Spect-7-al titeo ry aud bu-fe rerítíal Eqitatiotes. L hs: A - lI)ol h atn 1 13. Bcktn¿m ti mí -
S~iri uígei-—\1erlag, Lect tire Notes 448, liii - 25—70. 1975. SI
[:39] Ladyzei~skaja,OA.—SoIonnikov,V.A—UraI’ceva,NN: ¡<it/can— an<-í q7¿asílumea:
eq7tatíons of parabolic type. A - M -8. fi hiocle ¡siatíd. ¡ 968.
[‘10]Lions,J - L. Corít’-óle optimal <-le systeno-es gonverítes par des eq7La>t~onis et7i>u: <¡cvi unu -s
partíelles. Ducid. ¡968 SI
[4¡ ] Lions ,J - L - : (Quel<-íntes metloo<-les de Í-e=soí7ttíou-ídes ¡mo ble%rns au:r: limites noii línea
Dmíí]cídl, 1969. j
[42] Lio ns,.J.L - : Remmi ¿mm-ti mies smi r la cenit idi 1 ¿ib i hité a.pji mocli e-e. A t:t; ¿ms cíe las “Jo ru- u- a da SIHispan o— Eranc—esa.s so 6 re (lo ti tn-<mí de S’ist e7rta-s J)ístn-ibuido.s “. U iii veisi (~j ¿mcl cíe LVI alaga -
;ip. 77-88. ¡990.
[4:3] Lio ns 41- L - : Exact Uciii tu-oil ¿tu iii ty for cii strib utecí systcti>’s - Sc,uiíe t reti cis ¿miu cl som míe- SI
jircbleuims - A pplie<-l amíd Lnd-ustíí<-tí Mathemo-atics. pp. 59—84. 1 99 1 - SI
[44] Lions ,J - L. Hier-<n,-ch ical poirít mise eont-olíabiiitf¡. Matinscri tcí Apare:e-ra e-vm mi>’>’ u—
luímíícmí e-mu lmouicir a L. Naclíbiuí. SI
[45] Lions,.LL—Magenes,E.: ¡-hoblemes arz 11 nnit es u-inri loomoqeuies et applneatíonis, Vemí -
1. Paris, Dmíuíoch, 1968. SI
[46] Lions ,J - L .—Magenes,E - : Pr<-iblemes arz limites noii homoqen es ct applícatíons. Vol -
2. itma.ris, l)íííícid, 1968. SI
[47] Malvern ,L. E.: /u-rh-od-rtetiorí to the Aiccítaríícs of a Contítínro-us A’Jedi mt u-u - 1~ me-mit
Hall 1969
[48] Mikhlin,S - G-.—Siiiolitsky,iI{L.: Approxímnate Metloods for Soío-tio;r of DiLfenmí u-crí SI
atíd ltiteqr-aí Bquatíons. Auu]erica.ii Elsex’ icr. New—York - ¡967.
[49] Mizohata ,S.: Uiiicité cití pi-oltmtugcuiiemit (les scmlu tícitís pomir quiciquies ciperatemí rs





u [50] Pazy,A.: Senn--iq-oups of linear operatons aríd applicatiorís to partíal driferential cq ita>—u tions.Spriimgeu-—Verlag. 1983.
[51] Perko,L: Difjerentiaí Fquations aríd Dyííannicaí Systems. S~irii]ger—Verlag, 1991.
u [52] Ruidin,W.: Real auíd Complex A nalysis. McGraw—Hill [ííte-rumatioíía.lEditicímís. ¡986.
u [53] Saut 41- C .—S cheurer,B - : Unic¡uíe comiti uiuua>t icíií fcmr scií>’íe evolmito-it> e-c¡mtaticmt>s ..Ioit7tialL)rffercrítial Eq-uatíons 66, liii. 1 h8— ¡39. 1987.
[54] Seidman,T.L: A well—1iosed prolilem>i for th>e h>eat equmatiomí. Bulí. Amet. MathSoe.u 80, pp. 901—902. 1974.
u [55] Simon,J.: Ccmí>’ípact Sets it> tlíe Sjiace ¡<~(O, T; 8). Au-ru-íali di Matemática pura cd
applícata. Serie ‘1, 146, pp. 65—96. 1987.
u [56] Streeter,V.L: 1-laríd Book of Fluid Dyzíannies. McGraw—Hill Book (icimpaiiy, 1961.
u [57] Tzafestas,S.G.—Nightingale,J.M¿ Optií»al Filteriímg, Sm>ioothing anch Pre-chictiomíSystems. Proc. LE.E.E. Vol. 115, pp. 1207-h2h2. 1968.u [58] Wang,P.K.C.: Control of IT)istribmitecl Parauííeter Sysl:e-uiís. Advances in Control
$í/ste7ns. Ecl - : U.T. Leonties, Acacleiím ir [>iress,Vol - 1 - pp - 75— 1 72. 1964.
u
u
u
u
u
u
u
u
u
